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ADVERTENCIA

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacién de género en la sociedad ecuatoriana y promover,
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. Sélo en los casos en que tales expresiones no
existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta practica
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espariola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en
espanol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley linguistica de la
economia expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y
los, os/as y otras formulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos.



Estelibro detexto quetienes en tus manos es unaherramientamuy importante
para que puedas desarrollar 10s aprendizajes de lamejor manera. Un libro de
texto no debe ser la Unica fuente de investigacion y de descubrimiento, pero
siempre es un buen aliado que te permite descubrir por ti mismo la maravilla
de aprender.

El Ministerio de Educaciéon ha realizado un gjuste curricular que busca
mejores oportunidades de aprendizaje para todos los estudiantes del pais
en el marco de un proyecto que propicia su desarrollo personal pleno y su
integracion en una sociedad guiada por los principios del Buen Vivir, la
participacion democréticay la convivencia armonica.

Para acompafiar la puesta en marcha de este proyecto educativo, hemos
preparado varios materiales acordes con la edad y los afios de escolaridad.
Los nifios y nifias de primer grado recibirdn un texto que integra cuentos y
actividades apropiadas para su edad y que ayudaran a desarrollar el curriculo
integrador disefiado para este subnivel de la Educacion General Basica. En
adelante y hasta concluir el Bachillerato General Unificado, los estudiantes
recibiran textos que contribuirén al desarrollo de los aprendizajes de las areas
de Ciencias Naturales, Ciencias Sociales, Lenguay Literatura, Matematicay
Lengua Extranjera-Inglés.

Ademés, esimportante que sepas que |os docentes recibirén guias didacticas
que les facilitaran enriquecer los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir del contenido del texto de los estudiantes, permitiendo desarrollar los
procesos de investigacion y de aprendizaje més alla del aula.

Este material debe constituirse en un apoyo a procesos de ensefianza y
aprendizaje que, para cumplir con su meta, han de ser guiados por los
docentes y protagonizados por |os estudiantes.

Esperamos que esta aventura del conocimiento sea un buen camino para
alcanzar el Buen Vivir.

Ministerio de Educacioén

2016
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tivo de Editorial Don Bosco

............ INGENIOS: El proyecto educa

La sociedad actual se enfrenta a nuevos refos que solo pueden superarse con educacion, esfuerzo y talento
personal y social.

INGENIOS es el proyecto de Editorial Don Bosco que promueve el desarrollo éptimo de los potenciales indivi-
duales de cada alumno, contribuye a mejorar la calidad de su educacién y le permite afrontar con garan-
fias de éxito los retos del futuro y alcanzar un mayor nivel de felicidad.

INGENIOS contempila las esencias del talento y los contextos del talento, contfribuyendo a un modelo de escue-
la que potencia al méximo el desarrollo de la persona.

Las esencias del talento

B Ttalento analitico y critico I Talento emprendedor I Talento social
Aprender a pensar, utilizar ru- Iniciativa, imaginacién, Sensible a la justicia
finas de pensamiento, valorar frabajo en equipo, co- social para lograr un
el pensamiento... Toda una municacidn, constancia... mundo mejor.
actitud ante la vida. Persigue tus suenos. .
[ Talento cooperativo
" Talento creativo Talento emocional Para aprender con y de
Dejar aflorar la imaginacién, Talento que permite los demds, y generar
la expresividad... en la resolu- gestionar de manera productos de valor.
cién de problemas y retos. eficaz las emociones
y las hace fluir
adecuadamente.
Los contextos del talento pensar.
El desarrollo del talento se lleva a cabo en un contexto defermi-
nado, relacionado con un modelo de escuela y de sociedad: *  Espirifu emprendedor. El emprendimiento es una oportu-
. L i nidad para desarrollar capacidades, y una necesidad
1. Un aprendizaje en un contexto prdctico y funcional. El pro- social.
yecto INGENIOS integra el trabajo del desarrollo de las
destrezas con criterios de desempeno y las inteligencias *  Compromiso TIC. La tecnologia al servicio de la perso-
multiples. na (humanismo tecnoldgico) en formatos amigables y
compatibles.

* El aprendizaje se sitla en contextos reales, proximos y
significafivos para los alumnos, medianfe actividades 4. Un modelo de escuela integradora. La diversidad de |a so-
précticas y funcionales. ciedad tiene su reflejo en la escuela y una escuela para
tfodos debe ofrecer respuestas a esa diversidad. Ademds,
una mayor equidad contribuye a mejorar los resulfados
académicos. INGENIOS apuesta por el enfoque preventi-
Vo, Yy lo concreta en:

* Las destrezas con criterios de desempeno se progra-
man, se frabajan (actividades, tareas y proyectos) y se
evallan (rdbricas).

2. Unas propuestas educativas abiertas al mundo. Una gran
parte del conocimiento se adquiere en contextos no for-
males, por ello nuestros libros estan «abiertos al mundo»

* ltinerarios alternativos para acceder al conocimiento ba-
sados en las IM.

(aprendizaje 360%). Para ello: » Adaptaciones curriculares y actividades multinivel.
¢ Proponemos temas que despiertan el interés y la curio- 5. Una sociedad con valores. La actual sociedad necesita
sidad y mueven a indagar y ampliar el conocimiento. personas con una sélida formacién en valores para lograr

una convivencia mads positiva y afrontar los retos del futuro.

¢ Invitamos al alumno a aprender fuera del aula. INGENIOS se apoya en:

3. Un entorno innovador y tecnolégico. El proyecto INGENIOS
ha adquirido un compromiso con la innovacién y las nue-
vas tecnologias, avanzando en la Escuela del Siglo XXI. En
ese sentido, los principales elementos de innovacion son: e La adquisicién de compromisos firmes en la mejora de

la sociedad.

* Valores universalmente aceptados, con un mensaje
adaptado a la nueva realidad.

¢ Cultura del pensamiento. Dar valor al pensar; ensenar a



Programacion y orientaciones
de las unidades didacticas
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RUTINAS DEL PENSAMIENTO
T e

En las aulas que han asumido la cultura del pensamiento se ensena a pensar; se deja tiem-
PO para pensary se valora el pensamiento. Un recurso privilegiado para promover la cultura
del pensamiento en el aula lo constituyen las «rutinas del pensamiento», desarrolladas por
los investigadores del «Project Zero» de la Universidad de Harvard.

Las rutinas son actividades pautadas segln unos sencillos modelos que estimulan el pensa-
miento y favorecen la actividad reflexiva por parte de los alumnos, y ademds, hacen visibles
los procesos de pensamiento, de manera que el alumno toma conciencia de su manera de
pensar y de coémo piensan los demdads.

Consideramos las rutinas que se han mostrado mds eficaces, y las incorporamos en a con-
tinuacion:

Circulo de puntos de vista

Desarrolla el «pensamiento de perspectivar, la capacidad para enfocar una situa-
cion desde distintos puntos de vista.

Ante una imagen (cuadro, fotografia...) o un texto, se pide a cada uno de los alumnos
que dé su version de lo que estd pasando, situdndose en el puntfo de vista de uno de
los personajes que apareccen.

Al poner en comun los distintos puntos de vista se obtfiene una visibn mucho mds rica
de la situacion. Se adquiere el hdbito (la rufina) de considerar diferentes puntos de
vista al abordar un tema.

Palabra-ldea-Frase
Utilizar el pensamiento para comprender, para investigar y llegar al fondo de un texto.

De forma individual, los alumnos eligen una palabra, una idea y una frase que les
hayan resulfado llamativas en

un texto, o que expresen mejor su contenido.

Tras la puesta en comun, los alumnos pueden llegar a alcanzar niveles de compren-
sion muy profundos, a los que dificilmente accederian de forma individual. Ademds,
aprenden a pensar de manera mds eficaz.




Veo, pienso, me pregunto

Desarrollar la curiosidad, la capacidad de exploracion y la creatividad. Mirar la vida,
la realidad, el arte, etc., de manera inteligente.

Ante una imagen o un texto, individualmente, el alumnado responde a esas tres de-
mandas: anota lo que ve (sin interpretar), las ideas que le sugiere aquello, y las pre-
guntas que le vienen a la mente.

La puesta en comudn, en la que cada uno justifica su percepcién, evidencia las distin-
tas percepciones de un mismo objeto o realidad; todo un aprendizaje.

Diez veces dos (observar y describir)

Hacer observaciones detalladas sobre un objeto o una imagen y expresarlas median-
te palabras o frases.

Se observa la imagen durante 30 segundos. Se deja viajar a los 0jos. Se elabora una
lista de diez palabras o frases sobre la imagen. Se pone en comun. Finalmente se re-
piten los pasos anteriores y se anaden diez nuevas palabras.

Principio, medio, final

Una misma imagen cambia su significado dependiendo de si forma parte del princi-
pio de una historia, del nudo o del desenlace. Lo mismo ocurre con un pequeno texto
referido a una historia. Esta rutina potencia la creatividad y la imaginacion.

Anfe una imagen o un texto, cada uno de los alumnos debe construir una historia di-
ferente, segun pertenezca al inicio, al nudo o al final.

La puesta en comuUn acostumibra a ser una auténtica fiesta creativa.

CSl: Color, Simbolo, Imagen

Asumir el reto de captar la esencia de un texto, esa es la meta de la comprension. Esta
rutina lo pone mads facil.

Tras la lectura, los alumnos, de forma individual, seleccionan las fres ideas que les pa-
recen mds importantes. Representan una con un color, otra mediante un simbolo y la
dltima con una imagen.

En la puesta en comun se manifiesta la inteligencia arfistica y la capacidad de comu-
nicacién no verbal,
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Pienso, me interesq, investigo

Esta rutina permite conectar con el conocimiento previo sobre un tfema y ampliarlo
a traves de la busqueda de informacién. Puede utilizarse al comienzo de un tema y
como anfecedente de una propuesta de investigacion.

Se expone el tfema a tratar y se deja a los alumnos un tiempo para reflexionar sobre
ello. A continuacién se les pide que respondan a:

* Pienso: (Qué sabes sobre este asunto?
* Me interesa: {Qué preguntas o qué aspecto de este fema despierta tu interés?

* Investigo: ¢Qué te gustaria estudiar sobre este tema? ¢ Codmo podrias hacerlo?

Preguntas creativas

Para ampliar y profundizar el pensamiento del alumnado, activar su curiosidad y mo-
fivarlo a investigar.

Se propone a los alumnos que formulen preguntas sobre el tema que se estd trabajan-
do (como si de tratase de una «lluvia de ideas»).

Se seleccionan las que se consideran mds interesantes; se elige una y se abre un did-
logo sobre ella.

De esta manera, el alumno reflexiona y se plantea preguntas que le van a proporcio-
nar nuevas ideas.

Titulares (Headlines)

Funciona igual que un titular de periédico, y ayuda a los alumnos a capturar la esencia
de un texto, una clase, un debate, una exposicion...

Al final de una discusion en el aula, de una sesién de trabagjo... se propone a los alum-
nos que escriban el titular que mejor exprese la esencia de lo que se ha estado traba-
jando en clase. Durante la puesta en comun se crea una lista de «fitulares».

Al final, el profesor pegunta: ; Como ha cambiadotu fitular a partir de la puesta en co-
mun? ¢En qué difiere del que habias propuesto?




Colores, formas y lineas

En ocasiones resulta dificil analizar una situacion o expresar un mensaje con palabras.
Esta rutina permite hacerlo utilizando colores, lineas o formas geométricas.

En primer lugar se pide a los alumnos que reconozcan los colores, las formas y las
lineas existentes en una imagen o en una situacién; o qué colores, formas y lineas em-
plearian para describir esa situacion.

En la puesta en comun se comprueba la creatividad y el poder expresivo de esta
rutina.

Puente

Esta rutina se basa en establecer un «puente» entre el nuevo aprendizaje y los conoci-
mientos previos que tenga el alumno.

Pasos para su aplicacion:

1. Los alumnos escriben 3 ideas, 2 preguntas y 1 metdfora o analogia sobre el tema
que se frabaja.

2. Se realizan las actividades de aprendizaje programadas (lecturas, videos...).

Finalizada la actividad, los alumnos completan de nuevo el primer paso: apuntan
3 ideas, 2 preguntas, 1 metdfora.

4. En parejas, comparten su pensamiento inicial y su nuevo pensamiento, explican-
do cémo y por qué se ha producido el cambio. Esto ayuda a encontrar aspectos
interesantes en la idea del ofro y a justificar por qué ha seleccionado esas ideas o
preguntas (esto es, a hacer visible su pensamiento). A continuacion se comparte
con el resto de la clase, credndose un ambiente de reflexion, de respeto y confian-
Za que mejora el clima escolar.

El semdforo (Pensamiento critico)

Ayuda a detectar senales de duda sobre |la veracidad en los medios de comunicao-
cion.

Los estudiantes analizan un editorial, una noticia, un discurso... y detectan «luces rojas
o amairillas» en aqguellos puntos en los que aprecian senales de duda (afirmaciones

sin argumentos, generalizaciones demasiado amplias, interés propio manifiesto, argu-
mentos unilaterales...).

Se elabora una lista de los puntos rojos y amairillos y se senalan «zonas de peligro» en
el texto analizado.

Finalmente se reflexiona sobre lo aprendido.

C
he]
6]
O
2
ko]
o
o}
g
=)
2
o]
o
Q
<
¢
o




[
0
[9)
8]
=}
ko]
o
o}
0
=}
)
o]
o
Qo
e
[
o

. Orientacidn diddctica

En esta unidad aparece una coleccién de ejercicios de repaso y
refuerzo de femas de grados anteriores, agrupados por bloques
numéricos, que sirven ademds para realizar la evaluacion diag-
ndstica que se recomienda en al finalizar esta unidad.

El profesor o profesora puede sugerir la parficipacion de los
estudiantes en el pizarrdn, verificando los procedimientos
completfos de los ejercicios con mayor dificutfad, y de esta forma
asegura conocimientos previos y anficipa posibles dificutfades
en los contenidos de la unidad.

Se sugiere fambién que pida a los estudiantes que justifiquen sus
respuestas.

Oftra sugerencia para iniciar esta unidad es que se aplique la
rutina «Pienso, me infereso e investigo», a partir de la ilustracion
de esta pagina:

Pienso:

¢ QuUEé sabes sobre el baldn de oro de la FIFA?

- Me interesa:

¢ QuEé preguntas o qué aspecto de este fema despierta tu interés?
- Investigo:

(Qué te gusfaria estudiar sobre este tema? (Cémo podrias
hacerlo?

También puede adaptar esta rutina a la primera unidad que se
va a estudiar que son los nimeros reales.

- Actividades complementarias

Un pinfor ha obtenido el color que queria uno de sus clientes
mezclando pequenos frascos de 100 g de diferentes colores.
La cantidad empleada ha sido la siguiente: 2 frascos de color
rojo, 3 frascos de color magenta, 1 frasco de color anil y 1/4
de un frasco de color verde manzana. Teniendo en cuenta

. Solucionario

esfos datos:
¢(Qué porcentaje de pintura roja utiliza en la mezcla?
¢Y de pintura magenta?

C. ¢Cudntos kilogramos de pinfura verde manzana ne-
cesita si fiene que preparar 40 kg para pintar un piso?

200-100 . . .
—E = 32 %. Utiliza un 32% de pintura roja.
300-100 . .
b. —e;E = 48 %. Ufiliza un 48% de pintura magenta.
300-100 . .
C e = 4% .Un 4 9% de pintura verde manzana 4 % de 40 = 1,6 .Necesita 1,6 kg.

d. Roja: 32 % de 68 = 21,76. Necesita 21,76 kg en botes de 5 kg, 21,76: 5 = 4,352 Necesita 5 botes de

pintura roja. Magenta: 48 % de 68 = 21,76
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7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 'I.
a. 45 ab? \/E c. 962 \/E
b. a’bt d 16 |=
V7b 2
2.
a 2V3 +V21 ¢ N7 ++V14
b. 11++33 d. 3V3 +5
3.
L. _6Va" b 2V3 +45
a 17
4.
13
a. 7\/§ c.3mn

b. W6 + V5 4.7
: 17

5.9-V21-3-(9V21) - (3V21 +V21) =-22v21

6.€8a=4,56789 - 4,56 | = 0,00789;
€r ~ 0,00172...<0,00173

1,71
7 = - 64 = = "= 0
. €a=650-648,29 =1,71km €r 648.29 0,26%

8. Un afo luz son 9,46 - 102 km que, si los pasamos a metros, serdn 9,46 - 102 - 103 m, y como que el error

absoluto es de 0,1, obtenemos que: gea =9,46 - 10'2- 103 - 0,1 = 9,46 - 10"m.

Q. ea=6—6,1=-0,1afiosluz

er=-0,1/6,1=-0,016 = —1,6 %
10. 30149 600 000 = 4 498 472 000 = 4,498 472 - 10° km

11. 1,486 - 107 afios luz

12
a. €a=10,00060-0,00057|=0,00003.0,00003UA;E&r=5,2%

b. 4,488-103 km
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13.
a. 0,05-10? b. 200 006,67 5 s

14.
a. 3188800016 b. 3.10°

15.

a. [-6,3]; b. (-2,+)

16.

a. (-2,2) c. (1,4] e. (-4,-3)
b. (0,3] d. [6,7] f. (0,1)
17.

a. 18y?+ 27xy + 10x? c. 8%’

b. 18y?+ 27xy + 8x2

18. 2(x*-1) 7x*+3 23x*+ 1)
9x*+5 5x2+1 x*-3
(2x)? 3x%-1 4(2x*+1)
19.
a. (3+x)? c. 4a’-4ab + b? e. 3-x)(3+%)
b.  (x+y)? d. @By+x)? f. 3y +2x) (3y - 2x)
20.
a. 3){+2+5x+1112 32+105X +161x+4
X6 x> x X3 x? x2 3
b 69595 5 Mg 0t Ty
3xt - 3x%3
s °X 95X 2_6x -
c. 5x°+ 5 + 10 +106x*-6x-1
S
8
3 21,
3} a  (x+1D)(x-3)(x+3) ¢ 5(x+1)(x+2)(x-2)
g
: 1 3 <1 3 9
=z b. 5 32+ 13 Y m- ) m2 = B
5 (x+3)(x*+13) d(2m4n>2m+8mn+16n
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22,
51 c. 188 e 10
158 99 19
b. - % d. Notiene solucion

23. Hay que mezclar 133 litros de una clase y 67 litros
de la ofra.

24. Las dimensiones son 5y 10 m,

25. 35 preguntas correctas.

26. Se han comprado 1200 barriles a la compania Ay
800 barriles a la B.

27.

a. Estuvo lloviendo entre las 2 y las 4 horas, y entre
las 12 y las 20 horas.

b. Entre las 2y las 4 horas llovié con mayor infensidad.

c. 10 - 0 = 10. Se recogieron 10 litros por metro
cuadrado.

28. Es una funcion lineal. Su pendiente es 4/5 y la orde-
nada en el origen es 3.

29.
Intervalos Frecuencias (fi)
1,65-1,73 3
1,73-1,81 6
1,81-1,89 4
1,89-1.97 3
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30. El beneficio medio anual de la empresa A es 47.6
miles de ddlares y el de la B 47.4 La empresa
mds rentable es la A.

31
a. pendiente: 1, ordenada en el origen:-6
b. pendiente: -2, ordenada en el origen: 1

¢. pendiente: 3, ordenada en el origen: 2

32.

a. Ano de nacimiento: cualitativa ordinal.

b. Opinién sobre una determinada pelicula: cuo-
litativa nominal.

c. Peso de los estudiantes de una clase: cuantita-
tiva contfinua.

d. Color de la camiseta: cualitativa nominal.

33. x=8,7; Me=8.5; Mo=28,5

34. Se puede decir que el nivel cultural del grupo es
bajo con relacién a su media.

35. x=16.7; Me=18; Mo=18
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44. Se pueden hacer 150 combinaciones.

45.

46.

La probabilidad de acertar la combinaciéon

Para cada opcién del primero, 3 corredores, hay 2
opciones del segundo, y para cada opcién del se-
gundo, solo un corredor por distribuir. Las posibles
maneras de llegar alametason: 3:2-1=6

X, n, f

1 23 1 023
2 10 | 019
4 21 0.21
5 20 020
6 17 0.17

a.P©)=017=17%
b. P (par) = 0,19 + 0,21+ 0,17 = 0,57 = 57%

37.

38.

39.

40.

41.

42

a. experimento determinista
b. experimento determinista
C. experimento aleatorio

a.Q={C, X}
b. Q = {CC, XX, CX, XC}
c.Q=(1,2.34,567879, 10,11, 12}
d.Q=1{1,234,5)

B ={10,..90, 1C,.., 9C, 1E,..,9E, 1B,..,9 B}
C={50,5CV5E, 5B}

D ={100, 110, 10C, 11C, 10E, 11E, 10B, 11B}
Suceso contrario; No obtener oros, o fambién se
puede indicar como obtener copas, espadas o
bastos al sacar la carta de la baraja espanola.

Las posibilidades de salir par o impar son las
mismas, pues cada uno de los sucesos tiene el
mismo ndmero de casos favorables.

La posibilidad de sumar 8 es mayor, pues este
suceso tiene mds casos favorables que el suceso
de sumar 4.

Eltotal de bolas en la bolsa es de 20 bolas. Asi pues:

a. Sacar una bola roja. P(roja .= 2—60= 0,3=30%

b. Sacar una bola amarilla P(amarilla .= % =0%
La cantidad de figuras en una baraja es de 3 por
cada palo, haciendo un fotal de 12 figuras, mien-
tfras que la cantidad de ases es solo de una por
palo, siendo asi 4. Asi, es mds probable el suce-
so de sacar dos figuras pues el nUmero de casos
favorables es mayor que el de sacar dos ases:
. ) 12 11 132
P(figNfig) =5 47 = 2256
4 3 _ 12

48 47 2256

=0,0585

P(asnas) = =0,0532

43. a. fabla:

b. El resultado mds proba-
ble es el 12 con 6 repeti-
ciones.

_.,
>

X

N~ o D
=

o
oo N

c. Si, el 13 y el 18 no han
aparecido en las ex-
tfracciones. No podemos
garantizar que no sal-

167 gan en las exfracciones

puesto que no hay sufi-

cienfe numero de ftiro-
das como para poder
estimar el resultado.
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1. Indica si las siguientes afirmaciones son verdade-ras o falsas. Justifica tus respuestas.
a. El ndmero 6, es un nimero racional.
b. Todos los nimeros racionales son reales.
c. Todos los nimeros reales son racionales.
d. El nUmero pi no es racionall.
e. Un nimero puede ser racional e irracional a la vez.

2. El grosor de una moneda es de 1,65 mm mientras que la distancia de la Tierra a la Luna es
de 0,384 Gm (1Gm = 1000000000 m). El grosor de la moneda vy la distancia de la fierra a la
luna, expresadas en notacién cientifica son:

a. 1,65-10°my 3,84 10°m b. 1,65 10°my 3,84 10°m c. 165:10°my 3,84 - 10°m

una medicién es de 0,02 mL. Al medir un volumen de una disolucion de dcido sulfdrico
obtenemos un valor de 8,35 mL. (Entre qué valores se encontrard el valor exacto de la me-
dida?

a. Entre 8,32y 8,36mL b. Entre 8,33 mLy 8,37 mL c. Entre 8,35 mLy 8,37 mL

Evaluacion diagnostica

4. Enlas siguientes relaciones de dependencia subraya las que sean funciones.
a. Latemperatura del agua de un lago vy la profundidad.
b. El crecimiento de una planta y el color de su flor.
c. El perimetro de un poligono regular y el valor de su lado.

5. Senala cudl es el perimetro y la superficie de las siguientes figuras en funcidn de x, enlazan-
do la columna A con la B.

v > ’ Y

| 3. En una bureta del laboratorio de biologia se nos indica que el error cometido al efectuar

a. Un fridngulo de base x y altura el doble

de la base.

b. Un rombo cuya diagonal menor es x
y cuya diagonal mayor es 32 de la
menor.

. Un trapecio cuya base mayor es el

doble que la base menor y esta es
igual a la altura.

d. Un poligono regular de x lados y cuya
apotema es igual a la longitud del
lado.

@)

7(1-X)_5(2X+7)+ 2x-7
18 24

....................................................................

6. Lasolucion de la ecuacion

....................................................................

7. Maria es siete anos mayor que su hermana Lidia, y la suma de sus edades dentro de dos
anos serd el triple de la edad actual de Lidia. Las edades de las hermanas son:

_______________________________________________________________________________________________________
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_________________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________________

8. Un satélite se encuentra cinco veces mds alejado que otro de la Tierra, y la suma de sus
dos distancias es de 42 960 km. ¢ A qué distancia de la Tierra se encuentran los dos satélites?
Expresa el resultado en notacién cientifica.

9. Ladiagonal de un terreno rectangular mide 93 m mientras que su altura mide 26 m.
a. Calcula la longitud de la base de dicho rectangulo. Trunca el resulfado a las milésimas.
b. ¢Cudnfo mide su drea? Redondea hasta las centésimas.
C. ¢Qué longitud de alambre necesitaremos para vallar el terreno con una doble cordada?
Indica la longitud precisando hasta los centimetros.

10. Expresa mediante un polinomio el drea de la figura.

X
3

3x-2 2x+ 1

11. Resuelve el siguiente sistema por el método de igualacion:

6x-8y =-12
4x + 2y =-12

12. En una granja se tienen que distribuir las gallinas ponedoras en las jaulas, pero se desco-
noce la cantidad de jaulas y de gallinas. La relacién que se conoce es que si colocamos
6 gallinas por jaula, faltan 2 gallinas por colocar, mientras que si colocamos 8 gallinas por
jaula podriamos comprar 4 gallinas mds. ¢ Cudntas jaulas y gallinas hay?

13. Sisena = — 1/3 y a estd en el tercer cuadrante, calcula el valor del coseno y de la
tangente.

14. Una sociedad astrondémica de 12 miembros debe escoger por votacién a tres de ellos. El
primero serd el presidente; el segundo, el vicepresidente y el tercero, el secretario. ¢ Cudntas
posibles elecciones existen?

15. La siguiente tabla muestra las distancias (en anosluz y para diferentes intervalos) de las

estrellas mds cercanas: Representa estos datos en un histograma S
)

NUMERO DE B

ESTRELLAS 5 1 2 24 15 &

DISTANCIA g

(ANOsiUzy O0-4 4-8 8-1212-16 16-20 :

[€]

16. La edad de Sara es tal gue sumada a la mitad de su cuadrado es igual a 1 300. ;Qué edad
tendrd Sara dentro de 4 anos?




SOLUCIONARIO
-

1. Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tus respuestas.

a. Elndmero 6, es un ndmero racional. \Y
b. Todos los nimeros racionales son reales. \'%
c. Todos los nimeros reales son racionales. F
d. El nUmero pi no es racional. T es irracional

e. Un numero puede ser racional e irracional a la vez. F

2. El grosor de una moneda es de 1,656 mm mientras que la distancia de la Tierra a la Luna es
de 0,384 Gm (1Gm = 1000000000 m). El grosor de la moneda vy la distancia de la fierra a la
luna, expresadas en notacidn cientifica son:

a.1,65-10°my 3,84 10°m b.1.65:10°my 3,84 10°m c.165:10°my 3,84 10°m

3. En una bureta del laboratorio de biologia se nos indica que el error cometido al efectuar
una mediciéon es de 0,02 mL. Al medir un volumen de una disolucién de dacido sulfdrico
obtenemos un valor de 8,35 mL. ¢Entre qué valores se encontrard el valor exacto de la me-
dida?

a. Entre 8,32y 8,36mL b. Entre 8,33 mLy 8,37 mL c. Entre 8,35 mLy 8,37 mL

4. Enlas siguientes relaciones de dependencia subraya las que sean funciones.
a. La temperatura del agua de un lago y la profundidad.
b. El crecimiento de una planta y el color de su flor.
c. El perimetro de un poligono regular y el valor de su lado.

Evaluacion diagnostica

5. Senala cudl es el perimetro y la superficie de las siguientes figuras en funcidn de x, enlazan-
do la columna A con la B.

a. Un trigngulo de base x y altura el do-
ble de la base.

b. Un rombo cuya diagonal menor es
X y cuya diagonal mayor es 32 de la
menor.

c. Un frapecio cuya base mayor es el
doble que la base menor y esta es
igual a la altura.

P=6x A=x°

P=xV13 1ad 3ix?

d. Un poligono regular de x lados y cuya
apotema es igual a la longitud del

i 4
] lado. ; ;
L L, 7(1-x) 52x+7) 2x-7

5 6. Lasolucion de la ecuacion = + es:
3 6 18 24
§ l’ ----------------- ‘\ ”’-------------5--~\ l’ ----------------- \\ l’ ----------------- \\
3 ' 26 ] i 3 1 1 )
8 : =22 ! | bx=-—r | bodox=-7
- T 38 | : ]
8 ‘\ _________________ I’ ‘\ _________________ /I ‘\ _________________ 'l ‘\ _________________ 'l
Q . . ~ [
5 7. Maria es siete anos mayor que su hermana Lidia, y la suma de sus edades dentro de dos

anos serd el triple de la edad actual de Lidia. Las edades de las hermanas son:




8.

10.

11.

12.

-

Un satélite se encuentra cinco veces
mds alejado que ofro de la Tierra, y la
suma de sus dos distancias es de 42 960
km. ¢A qué distancia de la Tierra se en-
cuentran los dos satélites? Expresa el
resultado en notacién cientifica. Un sa-
télite se encontrard a una distancia de
716 - 10° km, y el otro a 3,58 - 10 km

La diagonal de un ferreno rectangular
mide 93 m mientras que su altura mide
26 m.

a. Calcula la longitud de la base de di-
cho rectangulo. Trunca el resultado a
las milésimas.

b. ¢Cudnfo mide su drea? Redondea
hasta las centésimas.

C. ¢Qué longitud de alambre necesito-
remos para vallar el terreno con una
doble cordada? Indica la longitud
precisando hasta los centimetros.

Expresa mediante un polinomio el drea
de la figura.

3x-2 2x + 1

Resuelve el siguiente sistema por el mé-
todo de igualacion:
6x-8y=-12

4x+ 2y =-12

Sol:x=2,y=3

En una granja se tienen que distribuir las
gallinas ponedoras en las jaulas, pero se
desconoce la cantidad de jaulasy de go-
linas. La relacidén que se conoce es que
si colocamos 6 gallinas por jaula, faltan 2
gallinas por colocar, mientras que si co-
locamos 8 gallinas por jaula podriamos
comprar 4 gallinas mas. ¢Cudntas jaulas
y gallinas hay? El numero de gallinas es
de 20 y el nUmero de jaulas 3.

 SOLUCIONARID.

13. Si sen a = — 1/3 y «a estd en el fercer

14.

cuadrante, calcula el valor del coseno
y de la fangente.

V8 V8

cosa=-— toq ="
3 & 8

No se utilizan todos los elementos del con-
junto y el orden si importa, ya que segun
el orden que los escojamos ocupardn un
cargo u otro. Por lo tanto, se tratard de
una variacion. Como la misma persona
no puede tener mds de un cargo No se
permiten repeticiones. Asi pues, tendre-
Mos una variacion sin repeticion. Hay 12
miembros y fenemos que escoger 3. Por
lo fanto, m = 12 y n = 3. Existen 1320 posi-
bles elecciones

15. La siguiente tabla muestra las distancias

(en anos-luz y para diferentes intervalos)
de las estrellas mds cercanas: Representa
estos datos en un histograma

NUMERO DE

ESTRELLAS 5 n 2 24 15
DISTANCIA

(ANOSLUZ) 0-4 4-8  8-12 12-16| 16-20
25

3

D20

@

L5

o

0]

€10

D

=z

5

0 04 48 8-12 12-16 16-20

Distancia (anos - luz)

16. La edad de Sara es tal que sumada a la

mitad de su cuadrado es igual a 1 300.
¢ Qué edad tendrd Sara dentro de 4 anos?

Sara tendrd 54 anos.

Evaluacion diagnostica

Prohibida su reproduccién




RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO EN EL AULA -

Numeros reales




UNIDAD |

Eje

tematico

1.Conjunto de ndmeros reales
H (18-32)

Contenidos

1.1. Propiedades algebraicas de los nimeros reales (18)

i 1.2. Propiedades de orden de los nimeros reales (19)

i 1.3, Potenciacion de niimeros reales con exponente enfero (20)

i 1.4. Raiz enésima de un nimero real (20)

1.5. Radicales. Signos y radicales semejantes (20)

i 1.6. Operaciones con radicales (23 - 25)

i 1.7. Operaciones combinadas (26 - 28)

1.8. Potenciacidn de nimeros reales con exponente racional (26 - 28)
i 1.9. Infervalos de nimeros reales (29)

i 1.10.0peraciones con intervalos, unién e interseccion (30)

i 1.11.0peraciones con intervalos, diferencia y complemento (31)
1.12.Valor absoluto y distancia (32)

NUmeros reales 2.Logaritmos. Propiedades

(34-35)

3.Operaciones con polinomios
(37-42)

3.1 Suma, resta y multiplicacién de polinomios (37)
3.2 Divisién de polinomios (38)

3,3 Método de Ruffini (39)

3.4 Teorema del residuo (40)

3.5 Método de Horner (41 - 42)

4.Ecuaciones de inecuaciones

(44-47)

4.1 Ecuaciones de primer grado con una incégnita y con valor
absoluto (44)

4.2 Inecuaciones fraccionarias con una incognita  (45)

4,3 Inecuaciones de primer grado con una incégnita y con valor
absoluto (46)

4.4 Ecuaciones irracionales (47)

Prohibida su reproduccion



Niveles y subniveles educativos

__________________ ELEMENTO(S DE._‘L CURRICULO Bachillerato general unificado

« Aplicar las propiedades algebraicas de los nimeros reales en la resolucion de pro-
ductos notables y en la factorizacion de expre-siones algebraicas.

» Deducir propiedades algebraicas de la potenciacién de nimeros reales con expo-
nentes enteros en la simplificacion de expresiones numéricas y algebraicas.

« Aplicar las propiedades algebraicas de los nimeros reales para re-solver férmulas
(Fisica, Quimica, Biologia., y ecuaciones que se deriven de dichas férmulas.

« Aplicar las propiedades de orden de los nUmeros reales para rea-lizar operaciones
con intervalos (unidn, interseccién, diferencia y complemento), de manera grafica
(en la recta numérica. y de ma-nera analitica.

* Aplicar las propiedades de los exponentes y los logaritmos para resolver ecuaciones
e inecuaciones con funciones exponenciales y logaritmicas, con ayuda de las TIC.

Objetivos del drea por subnivel

* Transformar raices enésimas de un ndmero real en potencias con exponentes raciona-
les para simplificar expresiones numéricas y algebraicas.

* Aplicar las propiedades de orden de los nimeros reales para resolver ecuaciones e
inecuaciones de primer grado con una incdgnita y con valor absoluto.

* O.M.5.1. Proponer soluciones creativas a situaciones concretas de la realidad nacio-
naly mundial mediante la aplicacion de las operaciones bdsicas de los diferentes
conjunfos numeéricos, y el uso de modelos funcionales, algoritmos apropiados, estra-
tegias y métodos formales y no formales de razonamiento matemdtico, que lleven
a juzgar con responsabilidad la validez de procedimientos y los resulfados en un

contfexto.

Criterio de evaluacion

* Emplea conceptos bdsicos de las propiedades algebraicas de los nimeros reales
para opfimizar procesos, realizar simplificaciones y resolver gjercicios de ecuaciones
e inecuaciones, aplicados en contextos reales e hipotéticos.

Indicadores para la evaluacion del criterio

» Aplica las propiedades algebraicas de los nimeros rea-les en productos notables,
factorizacion, potenciacién y radica-cion.

* Halla la solucién de una ecuacién de primer grado, con valor absoluto, con una o
dos variables; resuelve analiticamente una inecuacién; expresa su respuesta en in-
tervalos y la grdfica en la recta numérica; despeja una variable de una férmula para
aplicarla en diferentes contextos.
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Objetivo del area por subnivel

* OL5.1. Analizar los diversos proyectos politicos, las propuestas de cambio democrdtico
en una sociedad intercultural y sus efectos en diferentes dmbitos, a partir del recono-
cimiento de las caracteristicas del origen, expansion y desarrollo, asi como las limita-
ciones de la propia y otras culturas y su interrelacioén, y la importancia de sus aportes
tecnoldgicos, econémicos y cientificos.

* OI.5.12. Participar en procesos interdisciplinares de experimentacion y creacion colecti-
va, responsabilizindose del trabajo compartido, respetando y reconociendo los apor-
tes de los demds durante el proceso y en la difusion de los resultados obtenidos.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

» Tenemos iniciativas creativas, actuamos con pasién, mente abierta y vision de futuro;
asumimos liderazgos auténticos, procedemos con proactividad y responsabilidad en
la toma de decisiones y estamos preparados para enfrentar los riesgos que el empren-
dimiento conlleva.

* Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en otras, utilizamos vo-
rios lenguajes como el numeérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con
responsabilidad nuestros discursos.

e Actuamos de manera organizada, con autonomia e independencia; aplicamos el
razonamiento Iégico, critico y complejo; y practicamos la humildad intelectual en un
aprendizaje a lo largo de la vida.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeno

Aplicar las propiedades algebraicas de los nUmeros reales en la resoluciéon de pro-
: ductos notables y en la factorizacion de expresiones algebraicas.

Deducir propiedades algebraicas de la potenciacion de nimeros reales con expo-
nentes enferos en la simplificacion de expresiones numéricas y algebraicas.

Transformar raices enésimas de un nimero real en po-tencias con exponentes ra-

NUmeros reales Aplicar las propiedades algebraicas de los nimeros rea-les para resolver férmulas

Aplicar las propiedades de orden de los nUmeros reales para realizar operaciones
con intervalos (unién, interseccién, diferencia y complemento), de manera grdfica

Aplicar las propiedades de orden de los nimeros reales para resolver ecuaciones
i e inecuaciones de primer grado con una incégnita y con valor absoluto.

Prohibida su reproduccién
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--------------------- | AMPLIACION DE CONTENIDOS

T T

Inecuaciones de segundo grado con una incégnita

Considera la inecuacion con una incognita 9x + x* > 3x — 2. Esta inecuacion es equivalente a x° + 6x + 2
> 0, en la que s6lo aparece un polinomio de segundo grado.

a cualquier inecuacion equivalente a ax’+ bx + ¢ < 0, ax’+ bx + ¢ <0, ax*+ bx + c>00ax*+ bx + ¢
>0, dondea, b,cR,a#0.

Veamos mediante un ejemplo como se resuelve este tipo de inecuaciones.
Considera la inecuacion x* — 5x + 6 > 0.
En primer lugar factorizamos x 2 — 5x + 6 en polinomios de primer grado.

Para ello hallamos las soluciones de la ecuacion x 2 — 5x + 6 = 0:

Llamamos inecuacion de segundo grado con una incognita

Luego resolver x 2 — 5x + 6 > 0 equivale a resolver (x - 3) (x - 2) > 0.
Para que el producto de dos factores sea positivo ha de suceder que ambos sean positivos o que ambos
sean negativos. Es decir:

El problema se reduce, entonces, a resolver dos sistemas lineales de inecuaciones con una incégnita.



Observa que el conjunto solucion es la unién de dos de los intervalos en que las soluciones de la
ecuacion x 2— 5x + 6 = 0 dividen a la recta real.

En general, las soluciones de una inecuacion de segundo grado se corresponden con algunos de los
intervalos definidos por las soluciones de la ecuacion de segundo grado correspondiente.

Ampliacion de contenidos
Meétodo practico de resolucion

Para resolver inecuaciones de segundo grado procedemos como sigue:

« Representamos en la recta real las soluciones de la ecuacién de segundo grado correspondiente a
la inecuacion y consideramos los intervalos definidos por dichas soluciones.

e Tomamos un valor cualquiera de la incognita en cada uno de los intervalos y probamos si
verifica la inecuacion. Si la verifica, el intervalo es solucién de la inecuacion. Si no la verifica, el
intervalo no es solucién de la inecuacion.

* Incluimos en el conjunto solucion los extremos finitos de los intervalos, es decir, las soluciones
de la ecuacion de segundo grado, si la inecuacion contiene los signos £ o 3.

Y TAMBEN:  \&2)
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1. El orden correcto de mayor a menor los nimeros reales :2,645 : 3 ; -V3 ; 256; V7:v2; 1,74
5 5

5
AWV7:V2;2645 ;2,56; 3 ;1,74; V3 B.V7: 2645 ;256;1,74; 3;VZ V3 C.V7: 3;

S 2645256, 1,74; V3
o !
© .
= 2. Enlaza la columna A con la B, segun el resultado correcto:
©
> !
o . A B
@ |
g | V27 000 6+3V3
Q|
Q | Vv32-Vig +Vi2 -2-V3
5
9 3 VZ+2v3
o | 2-43
| V243 +V147- 50+ V32 30
’ 143 2V3 -2
1-v3

3. El conjunto numérico que corresponde a la siguiente representacion grafica es:

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2

A) (-0; 1) B. (-5;1) C.(-0; 1] D. [-5;1]
log’ m
g |——
4. Silogx=31,logy=-07ylogz=04entonces: Nz =
A) -0,1866.. B.1 C.1/5 D.0,04
5. En una division de polinomios, el divisor es 2x * - 3; el cociente, x + 3, y el resto, x - 1. ;Cuél es el
dividendo?
A)2x* + 6x3-2x -10 B. 2x*+x-10 C.9x3-2x-10 D. 2x* + 6x°+2x -8
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6.  Eltangram es un juego de paciencia de origen chino. Consta de siete piezas llamadas tans,
conseguidas a partir de un cuadrado recortado de una manera determinada. Los siete tans son cinco
tridngulos de tamafios diferentes, un cuadrado y un paralelogramo.

— Si el lado del cuadrado mide 4 cm, calcula las longitudes de AB, AC, CD y EF.

loga?

7. Paraa# 1, comprueba que la expresion loga+log Va equivale a 2.

8. Sabemos que log 2 = 0,3010 y log 5 = 0,6990. Utiliza estos valores y las propiedades de los
logaritmos para calcular:

a. log 200 b.log 2,5

9. Calcula el cociente y el resto de la division de P (x) == 7x *-2x 3+ 3x 2+ lentre Q (x) = x + 1. A
continuacion, calcula el valor de P (-1).

10. Resuelve la siguiente ecuacion y comprueba el resultado

VX +7+Vx =7

11. Dada la inecuacion 3x —2y <6 - y:
a. ¢ Qué puntos del eje de ordenadas son solucidn de la inecuacion?
b. ¢Qué puntos del eje de abscisas son solucién de la inecuacion?

X+2 5Xx
o . - >-2-=
12. Resuelve la siguiente inecuacion: 2 S+ 1= -2 2 .
13. Una empresa de alquiler de maquinas para la horticultura cobra por una cortacésped $18 fijos mas
$3 al dia. Otra empresa no tiene tasa fija, pero cobra $6 al dia por el alquiler de la misma maquina.

¢A partir de cuantos dias le resulta mas ventajosa al cliente la primera opcién?

Recurso para la evaluacion

Prohibida su reproduccion
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Recurso para la evaluacion
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1. El orden correcto de mayor a menor los nimeros reales: 2,645 3 :-V3 256 V7:V2; 1,ﬁ es la
5

opcion B. V7: 2,645 ;2,56;1,74: 3 ;VZ V3

Y27 000=30

V32-Vi8+Vi2=V2+ 2V3
3

2 -3 =6+3V3

V243 + V147 - V50 +V32=2V3 -2
1443

1-v3=-23

3. Laopcion correctaes lac

log s’—‘ 1
4. 2t = 5(log x + 3log y - 2log z), reemplazando log x,logy y log z:

1 1 1
5 [3,1+3(-0,7)-2.(0,4)]= 5 [3,1-2,1-0,8] =5 [0,2] =0,04.
Por tanto la opcion correcta es D

5. El dividendo se correspondera a: P (x) = C(X) - D(x) + R(X) = (x + 3)(2x>- 3) + x -1 = 2x* + 6x°- 2x
-10

6.
En la figura observamos que A es el punto medio del lado inferior del cuadrado y B es el punto medio de
su lado derecho.

- Calculamos, pues, la longitud de AB: | (AB.> =22+ 2?=8= I(AB .= V8 =2v2 cm

e Ahora, como AB es el doble de largo que AE:
y como AE y AC son lados del mismo cuadrado, resulta que: I(AC. = I(AE) = vZ cm

ONARID



e Por otra parte, I(CD. = I(CO) + I(OD. .
Calculemos I(CO) y I(OD.: :

I(CO) = I(AE) = ¥2 cm, por ser CO y AE dos lados de un mismo cuadrado. g
2 2 2 ‘/52 ‘{5 | ‘5
I(OD.°=2°+2°=8=>I(0OD.= =2 cm L5
=
Soluciones. Recursos para evaluacion ' o
)
Finalmente, como uno de los tans debe ser un —
paralelogramo distinto del cuadrado y el Unico '
que puede ser tal es el poligono EFDB, éste es el i
paralelogramo, y por tanto:
I(EF) = I(BD. = 2 cm, pues son lados opuestos.
7. Seaa# 1, entonces:
8.
9.
C(X)=7x3-9x2+12x-12R (x) =13 -



Recursos para trabajo inclusivo
e Pararesolver una inecuacion lineal con dos incdgnitas, asignamos a cada par de valores de x e y
de una solucién el punto (x, y) del plano de coordenadas.
Las soluciones de se pueden representar graficamente en un sistema de coordenadas cartesianas.
< Dado un ntmero real a positivo y diferente de 1, se llama logaritmo en base a de un namero g
y se representa por 1oga P, al exponente al que hay que elevar la base a para obtener p.

log,p=x éax =p
e Se llama logaritmo decimal de p aquel cuya base es 10, y se escribe simplemente log p.

1. Calculay simplifica estos radiales:

Trabajo inclusivo

2. Escribe de forma simbdlica y representa graficamente estos intervalos:
a. Numeros reales mayores o iguales que - 6 y menores o iguales que - 3.
b. NUmeros reales mayores que - 2.

3. Representa en la recta real los siguientes conjuntos:
a.{xeR|-1<x<4}
b. (—oo, —1)U [2, +o0)
c. [-3,2)u (3, 5]
d. {xeR]2<x<6}

4. Escribe en forma logaritmica estas igualdades:

4
a.6°=36 b.4°= s% c. C‘) = %

5. Escribe en forma exponencial estas igualdades:

_ _ 1
g 0Bz 243 =5 b.log1,1000 =3 o 08:VZ=3

6. Calcula la base a en cada caso.
1
aloga49 =2 b.loga27=-3 ¢ 1%8a (ﬁ) Bl

7. Calcula los siguientes logaritmos:

alogs 81 b, o8z 125

c. logz(—4) ( log, 7%
8. Silogap =15ylogaq =7, calcula:
5
2 2 log, (P_)
a. loga(@ .q) b. logap c.loga@.q%) d. q
9. Expresa mediante un solo logaritmo:
a.logp+logqg-logr b.2logp-logg—1

10. Indica si los siguientes pares pertenecen al conjunto solucion de la inecuacion x — 1 <2y — 3.
ax=0,y=0 b.x=3,y=1 c.x=-1,y=4

By 0 DT e o o memm

Prohibida su reproduccién



------------------------------------------------------ - SOLUCIONARID B

1. 2. 5v2-3J9.2-2/25.2 =5V2 - 9V2 - 10V2 =-14v2
bVIB+VB=y9.24+/24.2=3V2+2VZ=5V2
c.v4a3 b= Zaﬁ
d.V81x3y3z7 = {27 .3 x3y3z6.z = 3yz*V3x3z

2. a.[-6,3]; b. (- 2, +0)

3.
1 1 lo i
4. aloge36= b. ‘°B455=3 c. BiB1=4
_ _ 1
a 1083243=5 b. log1, 1000 = 3 o logsV2=3
-5
—_ 1
5. a G) =443 b. 103 = 1000 .27 =V2
1
6. a.a=7 ba=3 c.a=2
7. a. loga81=4 b. 1°‘é 125 -3 c. logz(—4) d.log;7°=6
8. a logsp+logziig=15—-7=8 b. logap® = 2.logzp=2.15=30
)
3\ _ log, (—-)
c.loga(p.q%) =logzp +3logsq=15.3 7-6 d. 9/ =5logzp-logaq =
5.15—(-7)=75+7=82
P-q P
9. a.log r b. logg +1-
10.x-1<2y-3.

a. (0; (_)) No pertenece porque 0-1 <2.0 - 3 —-1>-3
b. (3; 1) No pertenece, porque 3-1<2.1-3 —»2>-1
c. (-1; 4) Si pertenece, porque -1-1<2.4 -3 —-2<5
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Trabajo inclusivo
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CICLO DEL APRENDIZAJE

I
: Representacion concreta, grafica y
1 simbdlica de los nUmeros reales en la

: 1 s .
- recta numerica y de infervalos

' Resoluciéon de problemas de aplico-
: cién de los nUmeros reales.

¢,qué diferencia el conjunto de los
numeros reales del resto de conjuntod
estudiados?

Identificacion de las propiedades de
los logaritmos que se pueden aplicar
en cada ejercicio o problema.

Reflexion y andlisis sobre la aplicacion
de las propiedades de los logaritmos
.y la relacion con la potenciacion de
'_numeros reales

Uso de diagramas que resuman los
principales conceptos, propiedades y

"”": procedimientos con logaritmos.

Uso de softwares que refuercen la re-
solucion de ecuaciones e inecuacion

¢ Por qué es importante el uso y aplica-
cion de los nUmeros reales?

Planteamiento y resolucién de proble-
mas que invulucren ndmeros reales,
ecuaciones e inecuaciones.

Prohibida su reproducciéon
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-------------------- BANCO DE PREGUNTAS J Em—
. o B o

1. Di cudles de las siguientes igualdades son ciertas y cuéles no:

e Solucon : Son ciertas las igualdades b y ¢

2. Introduce los factores en cada raiz:

3. Calcula:
a. (11+v2)? c. (V10 - V17) (VI0+V17)
b. (\/3-45)2 d. (7—Jﬁ) d +\/ﬁ)
Solucion.: a.123+22v2 b.-7 c.11+2v30 d.28

4. Calcula el area total y el volumen de un cono cuya base mide 5 m de radio y su generatriz, 10 m.
Expresa los resultados como nimeros irracionales.

1257v3
Solucién: 75t m2; — 3 m?®
s, 3

5. Al calcular ¥5++3 /53 se obtiene un nimero entero. Halla dicho nimero.

Sol.: 4
6. Basandote en la definicion de logaritmo, halla el valor de x que verifica cada una de las siguientes

igualdades:

4x 3x + 40
a. log (x-5)=2 b. log (3x+1)=1 c.log5 =3 d.log x—19
Solucioén.: a.x=95 b. x=3 €.x=1250 d. x=20

7. Escribe en cada caso dos inecuaciones equivalentes cuyo conjunto solucién sea el representado en la
figura.

b)

Solucion.: a. x>-3; 2x+1 > -6+1 b. x<5;3x< 15
8. Representa graficamente las soluciones de estas inecuaciones.

a.2x-y>3 c.3-(x-2y)<5
b.2x+y<1 d.3-(x-1)-2y>1



RECURSOS PROPIOS DEL AREA

=l B

En este campo desempenan un importante papel los recursos tecnoldgicos al alcance de
estudiantes y profesores y profesoras (calculadora, ordenador, herramientas informdticas...),
pues facilitan el trabajo tradicional y ofrecen nuevas aplicaciones. La incorporacion de
herramientas tecnoldgicas como recurso diddactico para el aprendizaje de la matemdtica,
especialmente en el caso de que se apliquen estos recursos

Asi, las principales herramientas TIC disponibles y algunos ejemplos de sus utilidades con-
cretas son;

Uso de procesadores de texto para redactar, revisar la ortografia, hacer resimenes, afa-
dir fitulos, imagenes, hipervinculos, graficos y esquemas sencillos, efc.

Usos sencillos de las hojas de cdlculo para organizar la informacién (datos) y presentar-
la, en ocasiones, de forma grdfica.

Utilizacion de herramientas simples de algun programa de disefio grdfico.

Usos simples de bases de datos.

Utilizacion de programas de correo electronico.

Usos y opciones bdsicas de los programas navegadores.

Acceso, entre otras muchas utilidades, a las noticias de prensa (prensa digital) para es-
tablecer comparaciones, recabar informacion actualizada, efc., o para investigaciones
bibliograficas.

Uso de buscadores:

Extraccion de informacion (enlaces) a partir de los propios directorios de cada buscador
principal.

Uso de los recursos de busqueda por términos clave en buUsquedas simples y avanzadas.
Usos sencillos de programas de presentacion (Powerpoint o similares): frabajos multime-
dia, presentaciones creativas de contenidos, esquemas, o realizacién de diapositivas.
Uso de los recursos de busqueda por términos clave en buUsquedas simples y avanzadas.

Creacién y organizacion de listas de favoritos, asi como seguimiento y actualizacién de
la informacién de las distintas URL consultadas.

Uso de enciclopedias virtuales (cd y www).

Uso de periféricos: escdner, impresoras, etc.

Puesta en prdctica de videoconferencias, chats...

Usos sencillos de programas de presentacion (Powerpoint o similares): trabajos multime-
dia, presentaciones creativas de textos.
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~ Orientacién diddctica

Para anticipar posibles dificultades en los conte-
nidos de la unidad, el profesor o profesora puede
utilizar las siguientes propuestas: repasar los con-
ceptos y las operaciones con fracciones y nime-
ros decimales y propiedades de la potenciacion
y radicacion.,

Se recomienda que el profesor o profesora resuel-
va varios ejemplos en la pizarra y solucione todas
las dudas de los estudiantes. Observar los pasos
para calcular la expresidon decimal de un nimero
racional, y viceversa.

Es importante repasar las operaciones con nime-
ros enteros positivos y negativos antes de iniciar
las operaciones con numeros racionales. Ade-
mds, debe recordarse la prioridad en las opera-
ciones combinadas.

Propuestas:

* Dedicar el tiempo suficiente a explicar dete-
nidamente cémo se calcula la raiz cuadrada
de un nimero

*  Preguntar a menudo a los estudiantes si tie-
nen dudas en el momento de explicar la sim-
plificacion de radicales y saber si son seme-
jantes entre si.

. Solucionario
qa.

Respuesta sugerida:

T W

Pagina 17

Se puede consultar la siguiente pdagina web para investigar sobre la evolucién de las cifras del

numero p: http://links.edelbe.com/fkfa

b. Respuesta sugerida:

* En matemdtica financiera, el nimero e se utiliza para calcular el interés continuo a partir de

la férmula siguiente:

C = CO0 e rt, donde C es el capital final de la inversion, CO es el capital inicial, r es el interés anual
compuesto en tanto por uno y t es el tiempo transcurrido desde el inicio de la inversion.,

¢ La fachada de grandes edificios desde el Partendn a la Gran Mezquita de Kairouan y tfodo
el camino a fravés de hitos modernos como la Opera de Sidney vy la Galeria Nacional de

Londres.

c. Respuesta abierta a modo de reflexion individual que puede servir como introduccién a los nd-

meros reales.
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* Orientacién didéctica

Debe dedicarse el tiempo suficiente a asen-
tar la potenciacién con ndmeros reales con
exponentes enteros y negativos, establecien-
do la semejanza de estas operaciones con la
de los nUmeros racionales que estudiaron en
el ano anterior.

Asegurarse de la fotal comprensién de este
tema por parte de los estudiantes, resolvien-
do varios ejemplos en el pizarrén.,

- Actividades complementarias

Laberinto de radicales...

tfomado de http://www.sinewton.org/

Busca un camino, partiendo de la casilla superior
izquierda, pasando de una casilla a otra lateral, su-
perior o inferior, sabiendo que los radicales de am-
bas casillas fienen que ser equivalentes, hasta salir
por la casilla inferior derecha.

A

los estudiantes que encuentren pronto el camino

se les puede pedir que agrupen las raices y poten-
cias por conjuntos equivalentes.

G | & | ] s
V2E 2VZ | g7 | 4T
2% Y26 2% 43
J16 4 2% Jea
- Solucionario
7. Son cuadrados perfectos % % 2_6 %9

Las raices cuadradas son:

i.
2’

_5 5

111,
38"’

9
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- Actividades complementarias

- Piensa rapido

3 . 2 =
4 . 3 =
5 . 4 =
6 . 5 =
7 . é =
«?» equivale a 78: se multiplican los dos
numeros y se le suma el cuadrado del

segundo.

- Solucionario

Las raices positivas son: ,/u;

i3 _
24

Las raices negativas son: 27 . i,'
64 4
4/ 111,
333’

10
21
36

55
?

1. [1052_ +i51
2’4208~ T2

Los radicales semejantes son:
4Zy-6VZ -2V5 y6V5

- Solucionario
10.

a.(-2+5-8+3-5+7)V7 =0

11.

b(3\/__6\/_>+(2+7)\/__
[(2-Z)esz=Lrsp=30

C. (5V11-4V11 - 9/11) + (-3V17 +8V17) =
J17+8(17) =811 +5V17

a [144 [0 3Jc [12a
4=42, —-,/— —:—-J—: 4=+2
va +'\/;’ 16c\/: c V3 Va=z
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- Actividades complementarias

Indique a los estudiantes que deben extraer
todos los factores posibles fuera de los radi-

cales:

a. i, b 5/a1obscs
C. 3 324 d 3/8la4b2
e, 4[a5b7 f 4/16a4b8C12
Solucionario

12. Las igualdades verdaderas son «ow, «e» y «fr,

13 [J625 =25 =5
(x/g)zzs

12) (12 144
71 \7) 49
W16 =2 =2

- Solucionario

Q. 2 3+\/_ b. 11+\/§
c. W7 +14 d. 3J5+5
15. q. 123+2242 b. 11-2v30

c (\/E)z—(x/ﬁ)zz—7d-49—21:28
16,2443, suconjugadaes2—«/§—>(2+\5)(2—«@)
=22—(\E)2=4—3=1
J3-5 2suconjugadaes\/§+5«/5—>(\/§—5\/E)(\/§+5\/E)
=(«/§)2—(5-«/5)2=3—25~2=—47
1- 2,c0njugadal+\/5—>(1—\/E)(1+\/5)=1—2=—1
\/5—5,conjudaga\/§+5—>(\/§+S)(\/§—5)=3—25=—22
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. Actividades complementarias

Para este tema se resume al final de la pdgina las
propiedades de la potenciacién de ndmeros reales,
a partir de operaciones con potencias.

El profesor o profesora puede proponer una activi-
dad complementaria, semejante a la que se propo-
ne mds abagjo, aplicando la técnica estructura 1-2-4:
A grupos de cuatro personas, el profesor o profeso-
ra facilitard una plantilla a cada miembro del grupo
con fres recuadros para que los estudiantes anoten
las sucesivas respuestas. En la situacion 1, cada
miembro del grupo piensa cudl es la respuesta co-
rrecta a la pregunta y la anota en el primer recuo-
dro. En la situacion 2 los estudiantes trabajan en pa-
rejas, infercambian sus respuestas y las comentan
para extraer una Unica respuesta que anotan en el
segundo recuadro. En la situacién 3, se redne todo
el grupo y se muestran las respuestas de las dos pao-
rejas, entre todos deben componer la respuesta o
solucidn final.

Ejercicio:

Expresa en forma de una sola potencia con expo-
nente positivo:

CRC
1)

Solucionario

5
2 5
17. a. (—3+2\/;)2 =13’(—3+2\/;) , por tanfo es falsa

b. Las igualdades que son ciertas sonla by ¢
-3;8/4;3-7, 49,45 ;440,243
c. i3 y 23 yé/g y4€/3

Son radicales semejantes:

* s (5] )
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9 -1 23

o e

(=) —747
:[__1] =1
5

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ﬁ Orientacién diddctica

Para anticipar posibles dificultades en este tema, el
profesor o profesora debe hacer énfasis en el uso co-
rrecto de la simbologia y el vocabulario matemdtico,
y puede reforzarlo mediante ejercicios de forma oral,
presenfando intervalos representados de forma grafi-
Ca y que los estudiantes sean capaces de identificar
qué tipo de intervalo es y cémo lo define, o de forma
contraria, mostrar varios infervalos finitos infinifos y que
algunos estudiantes pasen al pizarrdn y los representen
grdficamente.

Actividades Complementarias

Pida a los estudiantes que escriban como intervalo el
conjunto definido sobre la recta real.

Q. F—eo— i i i
3 2 -1 0 1 2

O—
8

Prohibida su reproduccion
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Solucionario

21. Basta con representarlos graficamente y escribirlos
de izquierda (menor) a derecha (mayor).

Por lo tanto: —\/£<—1<%<\/§<7[<9

22, (_2,3)={ZGR—\E<Z3}

| O | | o
2 2 -1 0 1 2 3
(05]= ZGR|O<}(<5}
——+—+—+—1—|—o
0 1 2 3 4 5
2
L Y | | |
T hd T T T
0o 1 2
2
17 1 7
_E Rl=<y<=
{3 2} {XG 3743
—o——"F—1—+—¢
-1 o§1 2 3 7 4
2

(4,+oo):{;(eR‘;( >4}
| —t——
0 vz 2 3 4 5
283. a. Son los reales comprendidos entre -4y 7 sin incluir
a los extremos, o seq, es el intervalo abierto (-4, 7).

b. Son los nimeros reales mayores que 2, incluido
el 2, luego es (2, + o).

c. Son los reales mayores o iguales que - 6 y meno-
res que 5, o seq, (- 6, 5).

AUB=(~47)U[2+e0) =(4,+e0)
AUC=(-4,7)U[-65)=[-6,7)
BUC=[2,+e0)U[-6,5)=[ ~6,+c)
ANB=(-47)N[2+=)=(27)
Anc=(-47)n[-65)=[-65)
BNC=[2+%)N[-6,5)=[25)

s [al Tar) (4] (4

Solucionario
24, a.(-4;3) b.(2,1) c. (-1;0) d. (= 1)
e) (-6,9) @ Q) (2.7) h)(-00:4)

25. a.(-3;12) b. (-1,10) c.(-3-1)
d.(10;12) e)@ NG

Pagina 30




Pagina 32

Solucionario
26. a. {%sz}a(—x,z]
: : I o
-1 0 1 2
G) {%1<ZS5}_> —1,5]
o+t

10 1 2 3 4 5 6
Aplicamos lo siguiente: d(a,b»=’b—a‘—>d(1,5)=|5—1|

27. |a|=JZ]b|=%,d(a,b-=2.8)

h Orientacion diddctica

‘ ; AsegUrese de que los estudiantes entienden bien el
concepto de logaritmo decimal. Para ello, se recomien-
da gue, ademds de resolver varias potencias de 10, se
recuerden las propiedades de potencias de exponente
racional, estudiadas en pdginas anteriores.

. Actividades Complementarias

121 = 43
231=> 64 Piensa répido:

Si 121 = 43, 131 = 64,
313> 74 313 > 74,435 128, o
435> 128 resulfado de 544 = ?
544> 4
Solucionario
28. a.log 10 000=4 b. log 10=1

c.log 10-2 =-2 d. log 0,0001=-4

e.log 1000000 =6
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h Orientacién didéctica
Resolver varios ejemplos

En esta pagina encontrards la de-mostracién de la pro-
piedad que se refiere al logaritmo del producto:

http://links.edelbe.com/vrk

La demostracion de la expresidon del logaritmo de un
cociente es andloga.

Se deben intentar demostrar cudles son las expresiones
del logaritmo de una potencia y del logaritmo de un
radical, teniendo en cuenta que: la demostracion que
se refiere al logaritro de una potencia es una conse-
cuencia de la del logaritmo del producto. Se puede
utilizar que (x n)n = x y la expresidn del logaritmo de Ia
potencia para demostrar la del logaritmo de un radical.

Solucionario

29 a (log27+loga-—logb)
b. 5 (log 3 - log X)
c. log 5x — log (7— x)
g, log 27 - 1/2log 15z

2 (log 10x - log 9y)

e
1/2 (log 8x - 9)

‘é f.
% 30. a. log(a.b.=loga +logb=3+4=7
a
° b log3=loga—logb=3—4= -1
z b
§ C cloga’=2.loga=2.3=6
S

d. log b=log, 4
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- Solucionario

31 a. P(x) = 2x4 - 2x3 - 3x2 + 7. El grado de este
polinomio es 4 y su término independiente es 7
b.Q(x)=-x3+5x2-3x+1
P(2)=2.24-223-3.22+7
=2.16-2.8-34+7=32-16-12+7 =11
Q(-3)=-(-3)3+5(-3)2-3(-3)+1
=-(-27)+594+9+1=82
32. 4 P(x) = 6x4 + 3x3 - 22x2 + 3, es un polinomio
incompleto.
b. Q(x) =x3+ 12 x2 -x + 6, es un polinomio com-
pleto.
C. R(x) = 2x4 + 4 x3 + 2 x2 - 8x- 8, es un polino-
mio completo.

Solucionario

34 a.P(x)+Q(x)=6x>-3x*-x-5+x*+2x+4
=6x3-2x+x-1
. Q(x) - P(x) = 6x° - 3x% - x-5-(x* +2x+4)
=6x3-3x%-x-5-%x%-2x-4
=6x>-4x*-3x-9
C. P(x). Q(x) = (6x - 3x*- x-5). (x* + 2x + 4)
= 6x° + 12x* + 24x3 - 3x* - 6x° - 12x?
-x3-2x2-4x-5x2-10x- 20
=6x5 + 9x4 + 17x3 - 19x2 - 14x - 20
f. (Q(x))®=(6x>-3x*-x-5)3
€. =x%+ 6x° + 24x* + 56%3 + 96x + 96X + 64
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. Solucionario
35,

2x*-5x% 0x*-7x+5 x> -2x+2
- 2%t 4+ 4% - 4% 2X%-X-6
x3-4x2-7x+5
X3 -2x% + 2x
-6x°-5x+5

+6x%-12x + 12

-17x+ 17
Comprobacién: Dividendo = divisor. Cociente + resto

(x%-2x+2).(2x2-x-6) + (-17x + 17) =
=2x*-x3-6%%-4x3 + 2x* + 12x + 4x%-2x-12-17x+ 17
=2x*-5x*-7x+5

36. a. x*+3x+2
b. -2x+2

c. 2x*+10x-108

Orientacién diddactica
Se recomienda recordar que:

e El grado del cociente C(x) debe ser inferior en una
unidad al grado del dividendo, pues el divisor es de
grado 1.

¢ Enla division de enteros, p era divi-sible por g si exis-
fia un nUmero ctalque: p=c-q

Andlogamente, en el caso de los po-linomios, P (x) es
divisible por Q (x), R(x) = 0. Por lo tanto: P(x) = C (x) - Q)

. Actividades Complementarias

Solicite alos estudiantes que hallen el cociente y el resto
de las siguientes divisiones de polinomios:

Bx*+x*+5x-7): (x*+3)
(3x*-6x*+5x-4): (2x*+ 4)
Solucién:

C(x) = 3x* +x-9y R(x)= 2x + 20;

C(x) = %x—S y R(x)=—x+8;
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. Solucionario

37. a. x* 4+ 10x* + 3x - 54, no es divisible parax + 5
b. 2x*+ 3x®- 35x% + 9x + 45, si es divisible parax + 5
C. +2x%-49x? + 76x - 20, si es divisible parax + 5

38. 2x3 4+ 11x? + 10x - 8, es multiplo de
X+ 4yde2x*+ 3x- 2.

39. a. El valor numérico de 3x® + 4x%-17x- 6
parax=5:3.5>+4.5%-17.5-6 =384

b. x=-3:3.(-3)3+4.(-3)2-17.(-3) - 6=0

C. x=-4:3.(-4)% + 4. (-4)2 - 17. (-4) - 6= -66
40. x* + 3x - 15 no es divisible por x - 4

x* 4+ 3x-15, tampoco es divisible por x-3.

2x% - 5x - 6, no es divisible por x - 3

41.x = 6 no es raiz del polinomio x* + 3x - 15

F Orientacion diddctica

La actividad resuelta que se propone en esta pdgina
permite al profesor o profesora repasar la division de
polinomios por el método de Ruffini y procedimientos
algebraicos, y 10s pasos para resolver un problema, que
puede aprovechar fambién para insistir en la importan-
cia de mantener un orden para resolver ejercicios o pro-
blemas en Matematica.

. Actividades Complementarias

Pida a los estudiantes que efectden las siguientes divi-
siones por Ruffini:

a (B3x5+2x+1): (x+1)

b.(x6+x2-3):(x+3)

cx+x5+1):(x-2)

Solucién

a.C(x) = 3x*-3x*+ 3x%-3x + 5, R(x) =-4

b.C(x) =x°-3x* + 9x> - 27x* + 82x - 246; R(x) = 735

c. C(x) =x®+ 2x” + 4x° 4 8x° + 17x* + 34x* + 68x* +
136x + 272; R(x) = 545
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. Actividades Complementarias

Pida alos estudiantes que calculen el cociente y el resto
deladivision de P (x) = 7x*- 2x*> + 3x* + 1 entre Q (x) =X
+ 1. A continuacién, cal-cula el valor de P (-1). Pregun-
teles qué observan.

Solucion:
Cx)=7x-9x*+12x-12R (x) =13
P(-1)=7(-1)4-2(-1)3+3(-1)2+1=13

Se puede observar que P (-1) = R (x); por tanto, se cum-
ple el feorema del resto.

Solucionario

42, a. 8x*-2x*-9x* +7x+1 _
4x" +x-2

2 —x—1; R(x)=6x—1

ox'-7x*+11x*~5__ , 11 _ 55 110
=2X"——X2+—X———

3x+2 3 9 27

b.

6x* —x* +x*—5x+1
2x—1

C.

=3 +x*+x-2

Solucionario
42. a.|3x-5|=4
3x—5=4—-3x=9—>x=3
—3x+5=4—3x=1—>x=1/3
b. |5x—3|=2/3
5x—3=2/3—>5x=2/3+3—>x=11/15
—5x+3=2/3—-55x=3-2/3—>x=7/15

o 13245210
X 5 3x-2=10—>3x=12>x=4
3X—2:15_>_3x+2=30—>3x=—28—>x=—28/3
AR
4 2
XT”_%=3_>X+3_2=3—>><+1=12

x=11
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42, a.

Solucionario

\x—1|=2x—1—>x—1=2x—1—>x=0
—x+1=2x-1-3x=2-5x=2/3

2X+|x—1|:2—>2x—2:x—1—>X:1
2x—2=—x+1—-3x=3—>x=1

c. [3x+7]=5x+13
3x+7=5x+13—-2-6—>x=-3
—3x—7=5x+13—-8x=-20—>x=-5/2
d. ‘3x+2‘:5—x
3x+2=5-x—>4x=3—>x=3/4
—3x—2=5-x—2x=-7 —>x=-7/2
e |sx+4=2x+1 {—5/7,—1}
f|ex+1|=4x-7 {-9/2,19/2}
o x#t+2x|=-2 {1-1}
h. 3x+4-=x {—5,—7/2}
e —— L [5-2x|-4=10 —{9/2,19/2}
N o 3-2x+[1+x=-5+6x  {9/7,7/9]
K [1/4+2x|=-1/2-x {1,1}
L [x-1e2x-3l=x+2 {3,1/2)
m. ‘x—6|:‘5x+8| x=-1/2
n. 1+34X—X—X:6 {~19,17)

Actividades Complementarias

Solicite a los estudiantes que resuelvan las siguientes

inecuaciones racionales:

Q. 2X(X—3)+X2
x—1
b, (x2+1)(x2—9x+8)<

=<3(x-1)

<0
xX2+2

Soluciones:

TWINTE T IR T TI TR iR

[1+=){10)
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Actividades Complementarias

Indigue a los estudiantes que deben hallar los valores
de x para los que se cumplen estas desigualdades, y
represéntalos graficamente.

Q. |x‘<5 C. ‘x+1‘£3
b. |X‘>1 d-‘x+5‘24
Soluciones:
s=(-=t) oz
s<(1e) ¢
sif+2] o
e e B e

- Solucionario
45, (

X—1):2(X+6)e53

46. a. \/&—SX:—‘}X
\/E:SX—‘LX
Vax =x > 4x=x*
XZ—4x=0—>x(x—4)=0

x=0,x=4

b. 2Vx~5=10-x
2Wx =10-x+5-24x =15-x
x=(15-x) - 4x=225-30x +x*
x*—30x—4x+225=0—>x*—34x+225=0
(x-25)(x-9)=0— x=9

C Jx+15=x-1
x+5=(x—1)2—>x+5=x2—2x+1
x*—2x+1-x-5=0—-x"-3x-4=0
(X+1)(X—4-)=0, - X=4

d ox-2= 8x —x

2

2x+x—2=+/8x —>(3x—2) 8x
9x*—12x+4-8x=0
9x2—20x+4:0—>(9x—2)(x—2):0

X=2
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b.-10V2-9v3
8‘/— 31J_
c.2V1s a3zvit- Vv’
2.
3.

4

a. 16V2 b.31V3-30V5
1228 148
7 t3
5.
a V512= 2. 256 = 16v2 6
h. ¥216=127.8=6 }
VIZ+V27-V48=4.3+V93-VIi63=0v3+3VI— 43 =3
c.o¥205=281.5-2 3 Y545 2

d. 3v6250 = 625 .10 = 25 V1o

9.

7 Aplicamos la defini)f:ic’)n del Iogaritmo, log y=x < ax=y.

a. 16vZ b. 31¥3-30V5 2 1331 ggg A 26=4"—x=4

C@+$J§ b. log 1 000 = x — 10" =1 000 = 10° — x =3 — log 1 000 = 3
: c.log®36=x — 6*=36=6>—>x=2

— logs36=2 5
d.log . (1/8) =x —2*=1/8=(1/2)* =22 >x=-3 S
—log, (1/8) = -3 2
e) log 0,001 = x —»10*=0,001=10° -x =-3 &
—log 0,001 = -3 2
f) logs 0,04 = x —5* = 0,04 = 4/100 = 1/5° = 5% —x = -2 §
—logs 0,04 = -2 £




[
0
(6]
)]
2
ko]
o
o}
g
2
)
o]
o
Qo
e
[
o

. Solucionario
12.
10

Aplicamos la defilnicién del logaritmo, logay = x <> ax =y. Utilizamos la férmula de cambio de base:
a log; 27 + 105’5 —log, 16 —log; V2 logq xlogb x
logy a
1
b. logs243 —loge 1 + log, 32=-5-0+5=0
1
c.lnl+lne+Ine®+In¥Ve +Inz
1 10
=0+1+3+3-1=3
11.
a. log .m =1
b. -1/2
c.2
d.—4
e.5
f. %
13.
b
a) log, 2 = log, ab -log, ¢ = log, & +log, b - kog, ¢ . . -
c Donde en la primera igualdad hemos utilizado la
propiedad del logaritmo de un cociente y, en la segunda igualdad, la propiedad del logaritmo de un
producto.

b) bg,§=nga—bg,b2 = log, a-2log, b

Donde en la primera igualdad hemos utilizado la propiedad del logaritmo de un cociente y, en la
segunda igualdad, la propiedad del logaritmo de una potencia.

Donde en la primera igualdad hemos utilizado la propiedad del logaritmo de una potenciay, en la
segunda igualdad, la propiedad del logaritmo de un cociente.

Donde en la primera igualdad hemos utilizado la propiedad del logaritmo de un cociente; en la
segunda igualdad, la propiedad del logaritmo de un producto y la de un radical; por ultimo, en la
tercera igualdad, la propiedad de una potencia.

14. 15. 16. 17. 18.
a4 a6 a 5/2 a.52 a. logs x + logs (x + 1)
b. 2 b. 1/3 b. 6/5 b.-1,8 1
c.3 c.—4 c.4 c.12,4 b. 4(2logs2+ 1) ,
d.o d. - 2,666 7 d.0 d. 1,931 c.log s x +logs (x°+1) —logs (x°—1) /2
e-1 e.4 e.-1/6 19
f.1 _ : .

f.1/5 f. -2 223343 3 (1),%&; 35

b.1,8749 e
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. Solucionario
21

Utilizamos las propiedades de los logaritmos para expresarlos en un Gnico logaritmo:

b.In v%v ;
c. logs(x + 1)
d. log (9 - X%)

23.
Sea log x = k, y utilizando las propiedades de los logaritmos, resulta que:

24.

Transformamos los logaritmos de forma que la base sea igual al nimero del cual queremos calcular
su logaritmo y, asi, aplicamos la propiedad loga a = 1.

a. 2 logy 16 +log; 32 - 3 log; 49 =

=2 logs 4> + log, 2°- 3 log; 7° =

=2-2-logz4+5-10g22-3-2-log;7=4+5-6=3

b. logs 625 - loge 1 = logs 5*-0=4 - logs 5=4 - 1 =4

25.
Con las propiedades del logaritmo, resulta que:
a.3logs a + 4 logs b = logs a° + logs b* = logs (a°b*)
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27.
a. logs 36% = 4,4531

b. logs 100 = 2,5702
c. log, V31 = 2,4771
d. logs31° = 12,3855

28.
a. 8
b. 2
c.4,9829

d.-0,7737

e.0,1
f. 2,3023

29.

a. 3,631
b. - 3,088
c.-0,191
d. 0,75

e. 5,723

30.

24y 0

3L

a. x-1
b.(x+3)(x-2)
C.(x-3)(x+1)

32.
a xt-4x+18; -2

box*+x3+x-x-1;-4

. x%-3x 4+ 9x% - 27x% + 81x - 242; 726

d. x2 + 5x + 11; 25; €) 4x* + 8x + 11; 22;
f.x8-2x5+4x*-8x%+ 16x° - 32x + 63; -126
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33.
a. P(-5) = (-5)° — 3(-5)% + 2(-5)+3 = —207 # 0
Por tanto, es incorrecto.

b.P(-1) = (-1)* - 2(-1)’+1=-2+#0
Por tanto, es incorrecto.

C.P(-5)=(-5)°+45-7-5-10=-70#0
Por tanto, es incorrecto.

d.P(-1)=2:(-1)>+4(-1) +2=0
Por tanto, es correcto.

34.
Las posibles raices son x =2, x = -1

35.
Las raicessonx =-2,x=-3,x=1

36.
Son mdltiplos de 2x — 4, 2x* - 6x?+ 8

37.
El divisor de 3x*+ 18x?+ 33x + 18 essolob. x + 1

38.
a.{-4,20/3}
b{Z}

c{2}
d.{-1/2, 2/5}
e. {5/4}

39.

a. x>2

b. x<-5/4
c. x>4

d. x>10

40.

a. S = (-o0; 2/13]
b. S =[4,+x)

€. S= (-, 0]
d.S=R;e)S=0

41.
a. 3-8< bx— S = (-1,+w),
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b.2x -4 + 3x <6x + 6— 0x < 10, Para cualquier x que consideremos, el primer miembro valdra
siempre 0, por lo que se cumplira la desigualdad 0 < 10. Luego S = |R.

C. 2X - 3-20x + 12 < 6x— 24X > 9— x > 1/12, S = {1/12; +0}
d. 5x - 15> -40 + 110 x— x < 5/21

e. 15X - 9x-6x—-30-1+9<0— 0 X - 22<0— 0x< 22
Para cualquier x que consideremos, el primer miembro valdra siempre 0, por lo que se cumplira la
desigualdad 0 < 22. Luego S = |R.

f.6x-20x-x+14+30+1+2>0— -15x + 47 > 0— x <47/15.
Asi pues, S = (-0, 47/15]

g.3(Xx-1)-2Xx>x-3—>3x-2x-x-3+3>0—-0x>0

Para cualquier x que consideremos, el primer miembro valdra siempre 0, por lo que no se cumplira la
desigualdad 0 > 0. Luego S = @.

h.4x-4x-1-9<0—-0x -10<0—-0x < 0.

Para cualquier x que consideremos, el primer miembro valdra siempre 0, por lo que se cumplira la
desigualdad 0 < 10. Luego S = |R.

42,
Se necesitan al menos 24 m.

43.
El area de un circulo de radio r es A = nr %, luego debemos resolver la inecuacion
A>17 & ar?>17

El radio de un circulo es positivo, sélo tendran sentido las soluciones de la inecuacion que sean
positivas.
Consideramos, pues, los intervalos con valores positivos.s,= (0,+), S = S; N S, = (0, +0)
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125 1

=22 | 8 —
1. al18a%y2 b, “5PV10a

a.C=2x+1,R=6

b.C=2x3-4x*+8x - 19, R=42
c.C=7¢-12x*+1,R=-1

2.

Representar:

4.

Reemplazando (2, -1) en cada inecuacién, se obtiene:

a.2.2-3.(-1) >5 — 4+3> 5, 7>5. Si pertenece
b.4.2+3.(-1) <0 — 8-3<0, 5< 0. No pertenece

5.
a. Los puntos (3,-1) y (4,-2) son solucién de 3x -2y >7
b. Los puntos (1,-6) y (5,-1) son solucién de5x -y >1
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a. logap +logag=5+(-2)=3
b.logap® = 2.10g:p =2.5=10

5
c log, (p?) =logzp® —logzq = Slogap —logaq

—lo
B2 5 5_(2)=25+2=27
e Eulery los matematicos de su tiempo
Respuesta sugerida:
La constante matematica e es el nico ndmero real tal que el
valor de su derivada (la pendiente de su linea tangente) en la
funcion f(x) = ex en el punto x = 0 es exactamente 1.
n La definicion mas comin de e es como el valor limite de la serie
o«
: 1
.q il
a. log (pT) e:,,z:."’
% « El valor del nimero e es 2,718 281 828 459 045 235 360 28.
b. log 4 Hasta la actualidad se han encontrado 1 000 000 000 000 cifras.
12. < Dubliny los logaritmos
» McCann sefialé 15 puntos a lo largo de los dos canales que
a. 2,3010 delimitaban Dublin en la época de Joyce y traté de unirlos
b. 0,3980 usando un algoritmo que encontrara un camino de norte a sur y
c.—0,4515 de este a oeste que pasara a no menos de 35 metros de cada uno

de esos puntos.

* Respuesta sugerida:

Los logaritmos estan presentes en quimica cuando se mide el pH,
en la interpretacion de la intensidad de un terremoto, en el
crecimiento de poblaciones, en psicologia...
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- RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO EN EL AULA -

Funciones reales
y radicales




_____________________________________________________________________________________________________________________________________

1. Concepto de funcién (58)

2. Funcién afin (69)

3. Funcidn afin a trozos. (60)

4, Funcién potencia entera negativa con n= -1, -2, (62-64)
Funciones reales y radicales 5. Funcion raiz cuadrada. (65)

6. Funcion raiz cuadrada. Traslaciones (66)

7. Funcién valor absoluto de la funcién afin
©67)

8. Operaciones con funciones reales (68)

9 Repaso de funcidn cuadrdtica (72-78)
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Niveles y subniveles educativos

__________________ ELEMENTO-___‘S DEL CURRICULO Bachillerato general unificado

Criterios de evaluacion

*  Operay emplea funciones reales, lineales, cuadrdticas, polinomiales, exponenciales, logarffmicas y frigonométricas
para plantear situaciones hipotéticas y cotidianas que puedan resolverse mediante modelos matemdticos; comenta
la validez y limitaciones de los procedimientos empleados y verifica sus resulfados mediante el uso de las TIC.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye
e Procedemos con respeto y responsabilidad con nosotfros y con las demds personas, con la naturaleza y con el
mundo de las ideas. Cumplimos nuestras obligaciones y exigimos la observacién de nuestros derechos.

1.2. Nos movemos por la curiosidad infelectual, indagamos la realidad nacional y mundial, re-flexionamos y aplica-
mMos Nnuestros conocimientos interdisciplinarios para resolver problemas en forma colaborativa e inferdependiente
aprovechando todos los recursos e informacién posibles.

1.3. Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en ofras, utilizamos varios lenguajes como el numé-
rico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con responsabilidad nuestros discursos.

Actuamos de manera organizada, con autonomia e independencia; aplicamos el razonamiento 16gico, critico y
complejo; y practicamos la humildad intelectual en un aprendizaje a lo largo de la vida.

Destrezas con criterios de desempeno

Algebra y funciones

e Graficary analizar el dominio, el recorrido, la monotonia, ceros, extremos y paridad de las diferentes funciones
reales (funcién afin a trozos, funcién potencia entera negativa con n = -1, -2, funcién raiz cuadrada, funcién
valor absoluto de la funcidén afin) utilizando TIC.

* Realizar la composiciéon de funciones reales analizando las caracteristicas de la funcién resultante (dominio,
recorrido, monotonia, md&ximos, minimos, paridad).

* Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones, reales o hipotéticas, con el empleo de
la modelizacién con funciones reales (funcién afin a frozos, funcién potencia entera negativa con n = -1, -2,
funcién raiz cuadrada, funcidn valor absoluto de la funcién afin), identificando las variables significativas pre-
sentes y las relaciones entre ellas; juzgar la pertinencia y validez de los resulfados obtenidos.

e Realizar las operaciones de adicién y producto entre funciones reales, y el producto de ndmeros reales por
funciones reales, aplicando propiedades de los nimeros reales.

* Realizar operaciones de suma, multiplicacién y divisién entre funciones polinomiales, y multiplicacién de nime-
ros reales por polinomios, en ejercicios algebraicos de simplificacién.

* Determinar el dominio, rango, ceros, paridad, monotonia, extremos y asintotas de funciones racionales con
cocientes de polinomios de grado <3 con apoyo de las TIC.

e Realizar operaciones de suma y multiplicacién entre funciones racionales y de multiplicacién de ndmeros reo-
les por funciones racionales en ejercicios algebraicos, para simplificar las funciones.

Objetivo del drea por subnivel

*  OMJ5.2. Producir, comunicar y generalizar informacién, de manera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o tecnoldgica,
mediante la aplicacién de conocimientos matemdticos y el manejo organizado, responsable y honesto de las fuen-
tes de datos, para asi comprender otras disciplinas, enfender las necesidades y pofencialidades de nuestro pais, y
tomar decisiones con responsabilidad social.
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Indicadores para la evaluacion del criterio

e Grafica funciones reales y analiza su dominio, recorrido, monotonia, ceros, extremos, paridad; identifica las
funciones afines, potencia, raiz cuadrada, valor absoluto; reconoce si una funcidn es inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva; realiza operaciones con funciones aplicando las propiedades de los ndmeros reales en problemas
reales e hipotéticos. (1.4.)

* Reconoce funciones polinomiales de grado n, opera con funciones po-linomiales de grado <4 y racionales
de grado <3; plantea modelos matemdticos para resolver problemas aplicados a la informdtica; emplea el
teorema de Hor-ner y el teorema del residuo para factorizar polinomios; con la ayuda de las TIC, escribe las
ecuaciones de las asintotas, y discute la validez de sus resultfados.

* Ol5.2. Aplicar conocimientos de diferentes disciplinas para la foma de decisiones asertivas Y socialmente responsa-
bles, a partir de un proceso de andlisis que justifique la validez de sus hallazgos, poniendo especial cuidado en el uso
técnico y ético de diversas fuentes y demostrando honestidad académica.

¢ Ol511. Reflexionar y tomar decisiones respecto a una sexualidad responsable y a su participacion sistemdtica en
prdcticas corporales y estéticas, considerando su repercusidn en una vida saludable y la influencia de las modas en
la construccién de los hdbitos y de las etiquetas sociales en la concepcién de la imagen corporal.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeino

Graficar y analizar el dominio, el recorrido, la monotonia, ceros, extremos y paridad de las diferentes fun- :
iones reales (funcién afin a trozos, funcién potencia entera negativa con n=-1, -2, funcién raiz cuadrada
uncién valor absoluto de la funcidn afin) utilizando TIC.

esolver (con o sin el uso de la fecnologia) problemas o situaciones, reales o hipotéticas, con el empleo
e la modelacién con funciones reales (funcion afin a trozos, funcién pofencia entera negativa con n=
1, -2, funcién raiz cuadrada, funcién valor absoluto de la funcidn afin), identificando las variables signifi
ativas presentes y las relaciones entre ellas; juzgar la perfinencia y validez de los resultados obtenidos.

ealizar las operaciones de adiciéon y producto entre funciones reales, y el producto de nimeros reale:
or funciones reales, aplicand iedades de | ’ les.

i Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones, reales o hipotéticas, que pueden ser :
i modelados con funciones cuadrdticas, identificando las variables significativas presentes y las relaciones :
i entre ellas; juzgar la pertinencia y validez de los resultados obtenidos.

: Detferminar el dominio, rango, ceros, paridad, monotonia, extremos y asinfotas de funciones racionale
: . on cocientes de polinomios d do <3 de las TIC
:  Funciones

reales i Realizar operaciones de suma y multiplicacion entre funciones racionales y de multiplicacion de nime-
y radicales i ros reales por funciones racionales en ejercicios algebraicos, para simplificar las funciones. :

Realizar la composiciéon de funciones reales analizando las caracteristicas de la funcién resultante (domi-
nio, recorrido, monotonia, méaximos, minimos, paridad).

Realizar operaciones de suma, multiplicacién y divisién entre funciones polinomiales, y multiplicaciéon de
ndmeros reales por polinomios, en ejercicios algebraicos de simplificacion.

Resolver problemas o situaciones que pueden ser modelados con funciones polinomiales, identificando
las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas, y juzgar la validez y pertinencia de los
resultados obtenidos.

Graficar funciones racionales con cocientfes de polinomios de grado <3 en diversos ejemplos, y defermi-
nar las ecuaciones de las asintotas, si las tuvieran, con ayuda de la TIC.
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---------------------- AMPLIACION DE CONTENIDOS

.

Ampliacién de contenidos.

En la gréafica de una funcion podemos observar ciertas
caracteristicas de las funciones que nos aportan informacion sobre
su comportamiento.

Funciones invectivas, exhaustivas y biyectivas
Observa en la figura 2 las graficas de g (x) =x 2y h (x) = 2x:

e Podemos trazar al menos una recta horizontal sobre la
grafica de la funcion g que la intercepte en mas de un
punto. Asi, si consideramos la recta horizontal y = 4,
vemos que existen dos elementos diferentes del dominio
de g, x=-2 y x =2, que tienen la misma imagen,

g (x) =4.

e Cualquier recta horizontal que tracemos sobre la grafica de
la funcién h la intercepta como méaximo en un punto. Asi,
para toda recta horizontal que consideremos, vemos que no
existen elementos diferentes del dominio de h que tengan
la misma imagen. n Fig. 2.

Una funcién f es inyectiva si dos elementos distintos cualesquiera

de su dominio tienen iméagenes distintas por f, es decir, si se cumple: x1 # X2 = f (x1) # f (x2)
Luego h es inyectiva, mientras que g no lo es.

Considera de nuevo las funciones representadas en la figura 2:

e El recorrido de g es el conjunto de los nUmeros reales mayores o iguales que cero, es decir,
R (9) = [0, +o0).

e El recorrido de h es el conjunto de todos los numeros reales, es decir, R (h) = |R.

Una funcién f es exhaustiva si su recorrido coincide con el conjunto de los nimeros reales:
R =R

Asi, h es exhaustiva, mientras que g no lo es.

Una funcion es biyectiva si es a la vez inyectiva y exhaustiva.

Asi, la funcidn h es biyectiva, mientras que la funcién g no lo es.

ot

vy
: /\ La funcion no es inyectiva, puesto que la recta horizontal dibujada
HHH \ , , \ ] corta a la grafica en tres puntos. Es decir, hay tres valores
G IEEE e AR 'l * 4 x diferentes de x que tienen la misma imagen.

1 En cambio, si es exhaustiva, ya que cualquier recta horizontal que

2 consideremos corta a su gréafica al menos en un punto, es decir,
T R =R.
Asi, puesto que la funcidn es exhaustiva pero no inyectiva, no sera

n Fig. 3. biyectiva.




Otros tipos de funciones

Funcion exponencial

Las funciones exponenciales son aquellas cuya expresion analitica tiene la forma: f (x) = ka *, donde a es
un namero real positivo (a # 1) y k, una constante real.

D(f) =R; R() = R*

8l a= 1, la funcién es estrictamente cre-
clente.

Sl a< 1, lafuncidn es estrictameante decre-
clente.

La funcién corta al eje de ordenadas en el
punto (0, 1).

Tiene una asintota horizontal en y=0.

Funcién logaritmica

' ' ' '
e Sl o P

La funcion logaritmica de base a es la funcion inversa de la funcién exponencial de base a 'y su
expresion analitica es de la forma: f (x ) = k loga x , donde a es un numero real positivo distinto de 1
(@a>0,a#1)yk, una constante positiva.
Si la base es 10, se denomina logaritmo decimal y se representa: f (x) = log x
El logaritmo de base e se denomina neperiano y se representa: f (x) = In x

Dif =R -{x<0}

Sl as 1, la funcién es estrictamente cre-
clente,

Sl a <1, lafuncion es estrictamente dacre-
ciente.

La funcién corta al eje de abscisas en el
punto (1, 0).

Tiene una asintota vertical en x = 0.

}' | | 1 | 1 1
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Recurso para la evaluacion

1. ¢Cual de las siguientes funciones cumple que D (f) =Ry R (f) = R?

a)f(x)=10

2. El dominio y el recorrido de la siguiente funcion f(x)= ¥x +5 es:

a) D (H=[0,+0) y R(H)=[0,+e0)

b) f (x)=5x -6

b) D(f)=|R y R(£)=[0,+20)

) f(x)=x2+2

¢) D()=IR y R(f)=IR

3. Enlaza la columna A con la B, para indicar el dominio , que le corresponde a cada funcion:

A B
f(g=yx+ 1 PR
f(x)=x3-5x%+2 D(f)= 0. DL);

x-1 D(f )=IR-{1}
fx)= V¥

o1 D(F)= [1, +o0);
fX)=x+ 1

1 D(f) =R

f(x)=x2 —x

4. Relaciona cada trapecio de la siguiente figura con su area correspondiente.

2

5. Sea f(x )=x y g(x) = x - 2, la funcion producto f . g y la funcion cociente g ,respectivamente, son:

X
1) 7% 2) 4x
1
X—2X X2
a X ,?
X-2 1
b. T, X2 - 2%
x—1
c. = ;X(X-2)

6. La expresion de la funcién compuesta gof de las funciones f( x) = Vi +6 yg(x)=x2—1,es:

-J'x+5

x2 45
X+5

oo @

3)2x + 8

f



Nombre:

7. Halla la monotonia, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos absolutos y
relativos y el corte con los ejes de las siguientes funciones:
-x+1
af(x)=x2—5x+4 b.f(x)=" 2

8. Latela de unatienda de campafia tiene la forma triangular de la figura. Se . ]
quiere hacer un agujero rectangular que sirva de puerta, de manera que la
base del rectangulo y la base del triangulo tengan el mismo punto medio, y h=3m
dos Vértices de la puerta estén situados en los otros dos lados de la tela.
a. Expresa el &rea de la puerta en funcion de la longitud de su base.
b. Representa graficamente la funcion que has hallado.

b =2m

9. Comprueba la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion con las siguientes
1 X
funciones: f(x)=3x?>-1 g(x)=x2 +1 h(x)=3

Recurso para la evaluacion

10. Comprueba que la composicion de las funciones: f( x) = x + 3y g( x) = x%—1 no es conmutativa:
11. Dadas las siguientes funciones: f (x ) = x?— 25, g(x)=eX

a. Calcula el dominio y el recorrido de las funciones.

b. Representa las funciones.

c. Caleula (f. g) y (9 of ).

d. Representa las dos nuevas funciones.

e. Indica en la representacion el dominio, el recorrido, los maximos y los minimos y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento.

12. Representa graficamente la siguiente funcion e indica su dominio y su recorrido.

x+1 six=-3
4 si-2=x=0
f(X) — x*-Sx+4 six=0

13. Determina, para el siguiente triangulo rectangulo:
a. La funcion que relaciona el area con la longitud de la base. 8-—x
b. El area maxima.
x
14. Se lanza verticalmente desde tierra un objeto con una velocidad inicial vo=100 m/s. ;Qué altura
méxima alcanzaré el objeto? ¢Qué tiempo tardara en caer al suelo?
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L = o

1. La funcién que cumple que D(f) =Ry R(f) =R
Eslab.:f(x)=5x-6

2. El dominio y el recorrido de la funcion f(x) = ¥x +5 es:
a. D (f) = [0,+00) y R (f) = [0, +o0)
b.D (f)=|RyR (f) = [0,+o0)
cD(M=IRyR(f=IR

.............. SOLUCH
| -

-
‘O |
| 3.fx)=vx+1  (DE)= [-1+o)
— 1 f0=x5x+2  =D(f)=|R
5 ; x-1
T f()= WE = D(f )= (0, +o0)
©
o | flx) = —
o | x+1 =D (f) = R-{-1}
w !
= 1
§ =e= =D (f) =|R-{1}
e | 2
4. 1.C)=2 % 2. A(X) = 4x 3.B(X) = 2x + 8
1
5. La funcién producto f . g y la funcion cociente sde f(x) =x y g (X) = x
X-2 1

Eslaopcionb.: = ; x2 - 2x

6. La expresion de la funcion compuesta goﬁ de las funciones f(x) = v¥ T 6 yg(x)=x?—1,esla
opciénc) x +5

7.a)f(x)=x>—5x+4
La funcion decrece (-o0; 2,5] y crece [2,5; +o0)
Punto minimo o minimo absoluto en (2,5; -2,25)
Puntos de corte con el eje x: (1,0) y (4,0)
Puntos de corte con el eje y: (0,4)
-x+1
15. 2
La funcion es decreciente en todo su dominio
No tiene maximo, ni minimo
1
Puntos de corte con el eje x: (1,0); puntos de corte con el eje y: (0, 2)
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3 1

X
Por semejanza de trlangulos Z = h'=3(1- X/2)




---------------------------------------------------- | SOWOONRID

8. Debemos ver que: [ f- (g +h)](xX) = (f- g)(X) + (f- h)(x)

En efecto:
c
:Q
O
©
=
2
o
e
o
©
(=1
(]
2
3
(3]
[
o
g Fz!!sﬂ
EEENEEISESSE :E::EIEEILL:-
-
9. En primer lugar, calculamos la expresion analitica de f ,g: / A
fog) (X)=Ff@Q@X)=F(X*-1)=x>—-1+3=x2+2

Calculamos ahora la expresion analitica de g , f:

(€. F))=g(F(X)=g(x+3)=(x+3)*—1=x2+6x+8 2

Asi pues, comprobamos que:(f, g) (X) # (g o ) (X)

10. a.D (f) =R ; R(f)=[-25, +o0); D (9) =R; R(f) = (0,tx)

d.

C
he]
[9)
9]
=}
ko]
o
o}
o
=}
2
o]
o
Q
e
¢
o

c. (fog)=e>-25 (g.f)=e*2
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L

e. Lafuncionf (g (x)): D (fog) =RR (f, g) = [-25, +x)

No presenta maximos ni minimos, y es creciente en todo su dominio.
La funciong (f (x)): D (@ . f) = R R (g of ) = (0,+0)
Decrece en (—, 0), presenta un minimo en (0, 0) y crece en (0, +o0).

______________ S
| ==

11. Laprimera expresion de la funcion corresponde a una funcion afin. Su gréfica pasa por los puntos
(3, 2) y (-4, -3).
La segunda expresion corresponde a una funcidon constante. Su grafica pasa por los puntos (—1,4) y
(0,4).
La tercera expresion corresponde a una funcion cuadratica. Su grafica es una parabola abierta hacia
arriba.
Hallamos su vértice:

Trabajo inclusivo

Hallamos los puntos de corte con los ejes:

La gréfica corta al eje OX en los puntos (1, 0) y (4, 0).

x =0 =y =1(0) =4 = la gréfica corta al eje OY en el punto (0, 4).
xl

12.  a. A(X)=4x-2 b. El 4rea maxima es de 4 u?

13.

D( f) = (-OO 9-3]U (-290]U (O 9+OO ) = (-OO 5" 3]U(-29+OO) R(f) = |R
14. La altura maxima que alcanzara el objeto es de 510,2 m (ordenada del vértice de la parabola).

El tiempo que tarda en caer es de 20,4 s
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1. Indica si las siguientes relaciones son funciones o no. Respecto a las que sean funciones, escribe la
ecuacion correspondiente y represéntala.
a. La tarifa de un taxi es $3 de bajada de bandera, mas $0,80 por kilémetro recorrido.
b. Los minutos jugados por un baloncestista y los puntos encestados.
c. La velocidad que toma un objeto en caida libre con el tiempo transcurrido.

2. Indica qué tipo de funcion polinémica corresponde a cada una de las graficas siguientes:
¥

H
-
L

Trabajo inclusivo

HH #:::: H i

3. Escribe las expresiones analiticas de los siguientes enunciados:
a. La tarifa de un taxi es de $0,20 por km, méas $2,50 de bajada de bandera.
b. La poblacion inicial de un tipo de insecto decrece exponencialmente con el tiempo (en afios).

4. Representa las siguientes funciones polinémicas:
a. f(x) =2x b.f(X)=-3x+6
c.f(x)=5x2—6x+7 d.f(x)=05x>+2

5. El &rea de un circulo es A = zr 2. Representa graficamente esta funcion.

6. Indica cual de las siguientes graficas corresponde a una funcion. Justifica tu respuesta. De las
graficas que sean funcién, indica el dominio y el recorrido.
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b) f(x)=-x?+4
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decrecimiento de cada una de ellas:

b) f(x)=-2x+5

¢) f(x)

7. Representa graficamente las siguientes funciones y estudia los intervalos de crecimiento y de

y h(x) = cos x, calcula:

= xz

X+ 3, 9(x)

8. Dadas las funciones f (x)

a.f+g;
b.g+f;

c.g+f+h.
d. (9, )(x)

uoooNpoIdal NS PPIGIYOI
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1. af(x)=3+0,8x

¢. No es una funcioén.
dV({)=-98-t

Trabajo inclusivo

2. Son funciones lineales la ay d, la b es cuadratica y la ¢ es una funcion constante.
3.

a.f(x)=25+0,2x

b.f(t)=No-e™

4. a. f(x) = 2x b.f(x)=-3x+6

c. f(xX) =5x%-6x + 7 d. f(x) = 0,5x°+ 2
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Trabajo inclusivo
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o= W

6. Las graficas de la derecha no corresponden a funciones, ya que para algunos valores de x tienen
asignados mas de un valor de f (x); podemos comprobarlo con x = 4 en la grafica superior derecha y
con x = 3 en la gréfica inferior derecha. En la grafica superior izquierda: D (f) = Ry R (f) = [0,+o0).
En la gréfica inferior izquierda: D (f) = Ry R (f) = [-1,1].

7. af(x)=-2x+5

La funcion f es estrictamente decreciente en todo su dominio.
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Su grafica es una parabola abierta hacia abajo.

b. f(x)=-x*+4

Trabajo inclusivo

La funcion f es estrictamente creciente en el intervalo (—o, 0) y es estrictamente decreciente en el
intervalo (0, +00).

c. f(x)=x>—2x—-3
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba.

La funcion f es estrictamente decreciente en el intervalo (—oo, 1) y es estrictamente creciente en el
intervalo (1, +o0).

x? +3x2 +2x+3

8. a)f+g= x2
x? +3x2 +2x+3
9. g+f= x?
2%+3 2x+ 3 -I-JI3 +3}Iz +Kz cosX
10.g+f+h= x? +x+3,+cosx= x?

2.(x+3)+3_ 2x+9
11. g, f=g(f(x)) = (&+3)?  (x+3)*
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CICLO DEL APRENDIZAJE

~e, gréficos de las funciones racinales y

|

|

|

1 Representacion concreta, mediante
|

|

. poligonales.

|

| Resolucion dfe problemas de aplico-
' cion de funciones

: 1 Uso de diagramas que resuman los
.: principales conceptos, propiedades y
| procedimientos con logaritmos.

I
1 Uso de sofwares que refuercen la reso-
| lucién de ecuaciones e inecuaciones

¢{Qué diferencia el conjunto de los
nUmeros reales del resto de conjuntos
estudiados?

I

|

|

,

1

' Identificacion, en ejercicios o proble-
' mas de las caracteristicas de las fun-
i ciones, dadas mediante su expresion
i algebraica o su grdfico.

|

1
|

Reflexion y andlisis sobre la aplicacion
. de las funciones en el enforno.

¢Por qué es importante el uso y apli-
caciéon de los nimeros reales?

Planteamineto y resolucion de proble-
mas que involucren funciones reales y
_racionales

Prohibida su reproduccion




BANCO DE PREGUNTAS
o By o

1. Utiliza la calculadora en modo radianes y encuentra f (n/ 2), f (3n/ 2), f (- ®) de las siguientes
funciones:

a. f (x) = cos(2x)

b. f(x) =sen?x

c. f (x) = tg? x

d. f (x) =cosec x

Solucion:
a.-1-1,1
b.1,1,0

c. N.E, N.E:,0
d.1,-1, N.E.

2. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

af()=dx2-2x+18 b f)=v>*
2x+ 5

c.f(x) = x*-5x7+4x

Solucién:

aD(f)=R

b.D (f)={x|-3<x<3};
c.D(f)=R-{0,1,4}

3. Considera un hexagono regular de lado (I) y area (A).
a. Expresa el lado del hexagono en funciéon del area.

b. Calcula el lado del hexagono para A = 150¥3,

Solucion:

ZA

La expresion del lado del hexagono en funcion del areaes | = NENE]

4. En un establecimiento han alquilado 30 bicicletas por $6 cada una de ellas y han observado que por
cada aumento de $1 en el precio del alquiler, alquilan 3 bicicletas menos.

5.

a. Expresa el nimero de bicicletas alquiladas en funcion del precio de alquiler.

b. Expresa los ingresos del establecimiento en funcién del precio de alquiler.

c. Calcula los ingresos del establecimiento si el precio de alquiler es de $10.

d. Calcula el precio a que han alquilado una bicicleta si han obtenido unos ingresos de $192
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Solucioén:

a. El nimero de bicicletas alquiladas en funcién del precio viene dado por b =—3p + 48.

b. Los ingresos del establecimiento en funcion del precio de alquiler vienen dados por I =—3p? + 48p.
2. Los ingresos son de $180.
3. El precio al que han alquilado una bicicleta es $8.

6. En una esquina de una parcela cuya forma es la de un tridngulo rectangulo se quiere construir una
casa rectangular cuya superficie sea la mayor posible. Calcula cuales deben ser sus dimensiones.

7. Un trabajador tiene un sueldo anual de $20 000. La empresa firma un aumento anual del 3 % durante
los préximos 8 afios.

a. Determina la tabla salarial anual para los 8 afios.

b. Representa la gréfica de la funcion.

c. Si el sueldo al final de los 8 afios es de $25 000, calcula el incremento real anual que le ha aplicado la
empresa.

d. Si la empresa le hubiese ofrecido un aumento anual de $650, representa esta segunda funcion.

e. ¢En qué afos habré cobrado més con esta segunda oferta?

f. Al final de los 8 afios, ¢qué opcion le habria interesado mas al trabajador? ;Y a la empresa?

Solucion:
a. $20 600, $21 218, $21 854,54, $22 510,17, $23 185,48, $23 881,04, $24 597,48, $25 335,40

. 2,83%



—-{ Jd L

| RECURSOS PROPIOS DEL AREA |
g T

La incorporacion de herramientas tecnoldgicas como recurso didactico para el aprendizaje de las
matematicas, especialmente en el caso de que se apliquen estos recursos dentro y fuera del aula.

Asi, las principales herramientas TIC disponibles y algunos ejemplos de sus utilidades concretas son:

e Utilizacion de herramientas simples de algin programa de disefo grafico.
Como Mathlab, Desmos, Derive, especialmente en esta unidad, para graficar funciones.
e Uso y aplicacion de calculadoras graficas.
e Uso de procesadores de texto para redactar, revisar la ortografia, hacer resimenes, afiadir titulos,
imagenes, hipervinculos, graficos y esquemas sencillos, etc.
e Usos sencillos de las hojas de calculo para organizar la informacion (datos) y presentarla, en
ocasiones, de forma grafica.
Usos simples de bases de datos.
Utilizacion de programas de correo electronico.
Usos y opciones basicas de los programas navegadores.
Acceso, entre otras muchas utilidades, a las noticias de prensa digital para establecer
comparaciones, recabar informacion actualizada, etc., o para investigaciones bibliogréficas.
Uso de buscadores.
e Extraccion de informacion (enlaces) a partir de los propios directorios de cada buscador
principal.
e Uso de los recursos de busqueda por términos clave en busquedas simples y avanzadas.
e Usos sencillos de programas de presentacion (Powerpoint o similares): trabajos multimedia,
presentaciones creativas de contenidos, esquemas, o realizacion de diapositivas.
e Uso de los recursos de busqueda por términos clave en blsquedas simples y avanzadas.
Creacidén y organizacion de listas de favoritos, asi como seguimiento y actualizacién de la
informacion de las distintas URL consultadas.
Uso de enciclopedias virtuales (cd y www).
Uso de periféricos: escaner, impresoras, etc.
Puesta en préctica de videoconferencias, chats...
Usos sencillos de programas de presentacion (Powerpoint o similares): trabajos multimedia,
presentaciones creativas de textos.
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UNIDAD 2

Pagina 56 - 57

* Orientacidén diddctica

Para anficipar posibles dificulta-
des en los contenidos de la uni-
dad, se propone, en los primeros
temas, un repaso del concepto
de funcién y las distintas formas
en las que se puede expresar
una funcion.,

Una recomendacién es aplique
la técnica de la «lluvia de ideas»,
para que los estudiantes recuer-
den lo gque saben sobre este
tema o la técnica de «pregun-
tas creativas» y aproveche para
solucionar todas las dudas que
tfengan al respecto.

' Solucionario de la seccién: en contexto

a.

La catenaria es la forma que fiene un
cable sujeto de dos puntos, como por
ejemplo los cables eléctricos; la ecua-
cién que la describe es la siguiente:

y= % [cns h (‘lf (Ex—a)) -COs h{}ra]]

En cambio, la férmula de la pardbola es:

y:
o.

X 2

Gaudi fambién disefalba con formas
helicoidales, elipses, circulos, etcétera.

Respuesta abierta a modo de re-
flexion personal.
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' Solucionario
1.

b. La funcidn representada es una
funcién afin

Cc. La pendiente es 3

d. Como la funcién que representa el
perimetro es y = 3x, cuando el lado
mide 8cm el perimetroesy =3.8 =24
cm.

2. b. funcidén afinc.m=0,5 b =25

d. Si se recorren 60 km, el alquiler
costard § 55.

. Solucionario

| : La funcién [ es polinémica en cada uno
de los infervalos en que estd definida.

Por tanto, su dominio es la unidén de los
Pagina 60 infervalos dados en la definicidén de la

D(f)= (o0, —1) U [-1, 2) U[3, +o0) = (—0, 2) U [3, +

o)

Por otro lado, de la observacién de la
grdfica, tenemos que:

R(f)=[-1,5)

n;
*

9(x)
D(g) = (~o, 0] U (0, + ) = |R

R(9) = (o0, —1] _ (1, + )
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. Solucionario
4

a k = 60, y = 60/x
b. k=-30, y =-30/x

5.
a.y = 60/x
b.y =-30/x /
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6.

a. D(X):xe R, x#0 R(X): yeR, y>1, crece: (-,0),
decrece: (0,+o),

Asintotas: AH:y=1, AVx=0

Discontinuaen x = 0

b. D(x):xe R, x#0 R(x): yeR, y>0, crece: (-,0),
decrece: (0,+o),

Asintotas: AH:y=0,AVx=0

Discontinuaen x =0

c. D(X):xe R, x#-1 R(X): yeR, y>0, crece: (-o0,-1),
decrece: (-1,+0),

Asintotas: AH:y=0,AVx=-1

Discontinuaen x =-1

d. D(X):xe R, x#-1 R(X): YeR, y>2, crece: (-o,-1),
decrece: (-1,+0), Asintotas: A H: y=2, AV x=-1
Discontinuaen x = -1

7.
a. Dom: xeR,x>-1, R(x): y>0

b. xeR,x>-1, R(x): y<0
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Solucionario

8.

a. D(x):xe R, x>5, R(x): yeR, y>0, crece en todo su dominio,
punto de corte con x: X =5

b. D(x):xe R, x>-3, R(X): yeR, y>2, crece en todo su dominio,
punto de corte con X: no tiene

c. D(x):xe R, x>1, R(x): yeR, y<I, decrece en todo su
dominio, punto de corte con x: X =2

d. D(x):xe R, x>1, R(x): yeR, y>1, crece en todo su dominio,
punto de corte con X: no tiene

e. D(x):xe R, x>5, R(x): yeR, y<0, decrece en todo su
dominio, punto de corte con x: X =5

f. D(X):xe R, x>2, R(x): yeR, y>0, crece en todo su dominio,
punto de corte con x: X =2

a. Grafico: y = Vx —5

b. Gréafico: y = vx +3+2

Pagina 66




c. Gréficory= —vx —1+1

d. Gréfico:y=vx—1+1

e. Graficoy=vx +3+2
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' Solucionario
9

a: D (f)=R,R (f)= R+ ; [0, +0), Decrece (-oo;-
3] y Crece [-3;+x)

b.D (f) =R, R (f)= R+ ; [0, +o0), Decrece (-oo;
4]y Crece [4;+0)

c.D(f)=R,R ()= R+ ; [0, +0), Decrece (-o0;-
3] y Crece [-3;+x)

d.D (f)=R, R (f)= R+ ; [0, +o0), Decrece (-oo;
2]y Crece [2;+)

e.D(f)=R,R (f)=E=+ ; [0, +0), Decrece (-oo;
3/2] y Crece [3/2;+0)

f.D (f)=R,R (f) = B+ ; [0, +o0), Decrece (-oo; -
6] y Crece [-6;+0)

Gréficas
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a. (fog)(x) = =* , (gof)(x)=x3 -1

b. (fog)(x) =x +5VE—=5+1  (gof)(x) =

VxZ +6x+1
3 9 — gx2
c. (fog)(x) = 4x% — 6, (goH)(x)= 2x2

d. (fog)(x) = x - 4, (gof)(x) =
V2 —2x-3+1

. (fog)(x) = 1-4¥3x + Y3x2 | (gof)(x) =
V3 —12x + 3x?2

x+3 4% + 3
f. (fog)(x) =2x+ 3, (goH)(X) = =x

T D T mmnm
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Sea x: la altura, entonces x + 2: la base. Luego
el area del rectangulo es:
A(X) = X(X +2) = X2+ 2X

X

-2

-1

0

1

N

AX)

0

-1

0

3

13.

h(t)=2+30t- 5t

t 0] 12345
h) | 2 [27 [42 4742 27
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Pagina 74
' Solucionario

a. V(1/6,11/12)
b. (1/6, 53/6)
c. (-1/4, 61/8)
d. (-1/2, -13)

. Solucionario
1

5.
a. V (1/8;-1/8), corte con x: (0,0) y (1/4,4), no
cortaal eje y

b. V (1,-1), corte con x: (0,0) y (2,0), no corta al
ejey

c. V (-1,2), corte con x: (-1-¥2 0) y (-1+¥2),
corta al eje y en (0,1)
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d. V (0,3), no corta al eje x, corta al eje y en (0,3)




' Solucionario

Ejercicio 16

Pagina 76
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' Solucionario

17.

a. y=ax
b. y= ax?+bx+c
C. y=ax?+C

d. y=ax?+bx

2

' Solucionario
18.

a. Puntos de corte con el eje x:(-2,0) y (2,0)
Punto de corte con el eje y (0,-4)
V (0,-6)

b. Puntos de corte con el eje x:(-3,0) y (3,0)
Punto de corte con el eje y (0,9)
V (0,9)

c. Puntos de corte con el eje x:(-1,0) y (3,0)
Punto de corte con el eje y (0,-4)
V (1,-4)
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' Solucionario

1. Como la funcidén pasa por el punto (2,7),

sustituimos este en la forma general de la
ecuacién y = mx + b, para encontrar b:

7=2.24+b->b=7-4=3.

Por tanto la ecuaciéon esy = 2x + 3

2 y= -3x-2

dx
=3

1
W =

3.y

4. a)
b) m=12b =0, D(f): xe R, R(f)=yeR
c) f(-1)=-12

5.
D@ =[0,11U[1,2)U][34],R(f) =10, 1]
Crece [0, 1], [1, 2), [3,4]

6.a) D (f)=[-4, 5), R (f)=[-2,2];
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' Solucionario
7.

8. La funcion f es polindmica en cada uno de los intervalos en que esta definida. Por tanto, su
dominio es la union de los intervalos dados en la definicidn de la funcion.
D(f)=(—0,~2) U [2, 1] U1, + ) =|R

9

b) Decrece en (—o, 0] y crece en [3,+00). La funcidén no tiene maximos ni minimos y corta los ejes
en el punto (0, 0).

10

D(f)=10,3]D(g)=10,3]

R(f)=10,42]R(g) =[0,18]

La funcion f (x) es continua en todo su dominio y crece en los intervalos (0, 2 h), (2 h 15 min, 2 h 45
min) y (2 h 55 min, 3 h).

La funcion g (x) es discontinua para los siguientes valores de x: 1 h,2h, 2 h 15min,2h 45miny 2 h
55 min. No hay intervalos de crecimiento ni decrecimiento, ya que la funcion es constante en todo su
recorrido, salvo en las discontinuidades.

11. a. D(f) = (-0,-3] U [3,+0); R(f) = {y|y=0}
b.D(f) {x|x>2},R(f)={y|y>0}
¢.D(f)=R, R (f)=[0, + o),

12.
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13.
Base en 2 1416|8110
cm (X)
Alturaen | 3
cm(y)

. Solucionario

b | b
b | L
LAl

14.

600
a. La expresion algebraica de la funcion es y = x . Es una funcion de proporcionalidad inversa.
b. El tiempo que tarda en recorrer 600 km un auto a una velocidad de 75 km/h es de 8 horas.

15

a.y=5x+3
b. Debemos pagar $128 por un envio de 25 paquetes de helado.

S\,

Prohibida su reproduccion



' Solucionario
16.

17.

a. La oferta A es mejor los 5 primeros meses. A partir de entonces, es mejor la oferta B.
b. La diferencia es maxima el primer en el momento de comprar el ordenador y es de $20.

18.

a.
b. D (f) = [0, 5 h 15 min] R(f) = [0, 60]

c. Los puntos de corte son (0, 0) y (5 h 15 min, 0).

d. Crece en (0, 1), (1 h 20 min, 2 h 10 min) y decrece en (2 h40 min, 5 h 15 min).
e. No tiene maximos ni minimos relativos.

19.

f(x) gréfica 2, g (x) grafica 1, h(x) grafica 3

b) Se puede obtener la gréafica de la funcién g trasladando 2 unidades hacia arriba la gréfica de la
funcidn f, pero no se puede obtener la funcion h trasladando 4 unidades hacia abajo la de la funcion g.

Prohibida su reproduccion
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' Solucionario

B r
20. y=§x —1l6x + 24

21.

a. Vértice (-1;-8), eje de simetria: x = -1
b. Vértice (0;2), eje de simetria: x =0
131 1
c. Vértice (4;16), eje de simetria: x = 4
d. Vértice (-4;-1), eje de simetria: x = -4

22.

a. tiene una solucion doble, porque el discriminante es 0
b. tiene dos soluciones, porque el discriminante es 10

c. tiene dos soluciones, porque el discriminante es 1

d. no tiene solucion porque el discriminante es < 0

23.
a.
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' Solucionario
24,

25.

a.
Dominio: (0;-2)

Recorrido: y >-2

Puntos de corte con x: (-1,0)y(1,0)
Puntos de corte con y: (0,-2)
Crece: (0,+o) y decrece (-,0)
Minimo absoluto en (0,-2)

b.

Dominio: (-2; 1/2)
25
Recorrido: y>- 8

1
Puntos de corte con x:(-2,0)y(2,0)
Puntos de corte con y: (0,-2)

Crece: (-3/4,+x) y decrece (-,-3/4)
Minimo absoluto en (-3/4,-25/8)

C.

NG

Dominio: (0;2)
Recorrido: y >-1
Puntos de corte con x:(0,0) y (2,0)
Puntos de corte con y: (0,0)
Crece: (1,+o) y decrece (-o,1)
Minimo absoluto en (1,-1)
Pagina sesenta y nueve (69)




Dominio: (-2,646; 2,646)
Recorrido: y <7

Puntos de corte con x:
(-2,646,0)y(2,646;0)

Puntos de corte con y: (0,7)

| ’ Crece: (-00,0) y decrece (0,+00)
Maéximo absoluto en (0,7)

26.y=2x>-x+3.,
a=2,b=-1yc=23.Por tanto:
b —(—1) 1 23 123
X=2a 22 4,y=8 V(@E's)

27. Sustituimos el punto (-1,3) eny = 2x>- X + C
3=2.1+1+c—>3=3+c—c=0

28. La funcion del grafico es f (x) = 3x% - 1.
f(x) =2
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29.y=x*+2x+ 3.




' Solucionario

30.

31.
x(horas 1 (2 |3 4 5 6 7
Impor 50 | 80 | 110 | 140 | 170 | 200 | 230

b) y = 30x+20, el niUmero de horas que ha trabajado en una salida es 2 horas y media si ha cobrado $95.
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' Solucionario

32. Unndmero : x
El consecutivo: x + 1
X2H(X +1)2=4141 > x2+ X2+ 2x+1-4141=0 — 2 x2+2x - 4140=0
X%+ x-2070 = 0, (X + 46)(X - 45)=0— x = 45, X = 46

33.

h |35 [60 |75 |80 |75 |60 |35 D
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' Solucionario

34.

3y = —49x?  3x 4+ 5

Prohibida su reproduccion
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35.

a. D (f) =[0,2000], R (f) =[2; 4,8], punto m&ximo en [2 000; 4,8], crece [0, 800), (1 000, 2 000),
decrece (2 000, 2 500);

b. el volumen cuando el globo esta a 400 m de altura es de 2,4 m®,

36.
a. La velocidad maxima que alcanza el misil es de 13,5 m, a los 7 minutos aproximadamente.
b. El misil se detiene a los 28 segundos.

Prohibida su reproduccion
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' Solucionario

37. El lado mayor, 10 cm, y el lado menor, 7 cm.

38. a. G(x)=—2x2 + 120x — 800.
b. La ganancia maxima que se puede obtener es de 1000.
c. La maxima ganancia se obtiene a un precio de venta de 30.

39. Lado del cuadrado: | = J'izx:' B

Diagonal del cuadrado = V3x® + 3x% = xV6

Area del cuadrado: A(x) = 3x?
2Xx
—_— =X

Area del tridngulo: A="2
Area de la figura: A = 3x%+ 4. %" = 7x?

2

40.V = X. 2 (20-x) m3= 40x- 2x3)m3

2 2

41.a. k=3 ,y=5x

b.
X|-5]-4|-3|-2/-1|]1|2|3|4
v = [ ]2 22

2| 2| 2 |1|2|5|5]|15 10

25|20 15| 5|5
42, 43.a.a(c)=Ver + 9

b.c(a) = Ya* -9

c. La hipotenusa puede medir [3,+c0)

Expresion de la recta: y = 4x
Expresion de la parabola: y = 4x?
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' Solucionario
4

4.
a.f(2)=0,f4) =V 2 ,9(2)=4,9(4) =9

b. Estudio de f (x):
D(g) = [2,+0) R () = [0,+0)

Creciente en todo su dominio y no presenta extremos. Corta los ejes en (2, 0). No tiene simetria ni

periodicidad.
Estudio de g (x):
D(g) =[-2, + ) R(9) = [0, + x0)

Crece de [-2; + o) y decrece (-o0; 2]. Corta al eje x en (-2, 0).Corta al eje y en (0; 1). Eje de simetria:

X=-2

Pagina 84

d. No tienen punto de corte

fx(x +4)
e. (fog) (x) = 2
f. Estudio de g (x):

D(g) = (-o0; -4)U(0, +o0); R (g) = [0, +o0)
Crece de [0; + o) y decrece (-o0; -4].

Puntos de corte con el eje x en (-4, 0)
y (0;0).Corta al eje y en (0; 0).
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. Solucionario 51. a. D(f) = (-0, —2)U(-2, 2)U(2, +o0)

Prohibida su reproduccion
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45

a. 1;(3) =5 ,f(7) = Y65 =8,062 b. D (f) = [0, +o0)

b.D (f) =R, R(F ) = [4.—) 52.

d. La funcion decrece en (—o, 0) y alcanza un minimo en (0, 4), punto que ademas es el inico corte con
los ejes. En (0,+o) crece. No presenta periodicidad, pero si simetria respecto a X = 0.
e)f 1(x)=x2-16

46. a.D (f)=[-3,5]R (f)=[-1,6]
Es una funcion creciente de (-3, 2), alcanza un maximo en (2, 6) y decrece de (2, 5).
Los puntos de corte son (-2, 0), (5,0) y (0, 2), y no presenta periodicidad.

A47.a. (feg) (x) =(2x?+5)°—4(2x2+5) + 6 =8x ® + 60x * + 142x 2 + 111
b. (fog) (2) = 2151
C.(gef)(x)=2(x—4x +6)> +5 =
= x% —16x*+ 24x3 + 322 — 96x + 77
d)(g-f)(2)=77

48. a. (f +g) (X) = 3x2- 4x + 6, (f-g)(x) =3x3+7x>-18x + 8

x3 —4x? 1 3x -8 x3 - 2x
b.(f+g) (x)= x—4 , (F-9)= x—-4
x4+ 2 Ix% — 6%

c.f+gg(x)=xz2-1 , (f-g(x) xZ-1

3
49. El dominio y el recorrido de la funcion f (x) =  4x es el conjunto de los nimeros reales.

50. La grafica a corresponde a la funcion f (x) = |x]|.




' Solucionario

)
af(x)=x3-4x+6

f0)=6 f(-2)=6 f(3)=21

b.f(x)=x-3

f(0)=-3 f(-2)0-5 f(3)=0

c_f(x):\\‘zx-l-‘l

f0=1 f(-2)N.E. f(3)=2,65
x+1

df(x)=x—2 +2
3

=]

f0)=2 f(2)=3 f(3)=6

2.
a. D(f) = [-1,1x0)

b. D(9) = |R-{3}
c. D(h) =[- 1;1]
d. d)D(i ) = R—{4}

4. a.cos Vx — 2

’cusx -2
c ,«Jx — 2 -2

d. COS(\."cusx — 2 )
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b.D(f)=[0,3]D(g) =0, 3]

R(f)=1[0,42]R(g)=[0,18]

La funcion f (x) es continua en todo su dominio y crece en los intervalos (0, 2 h), (2 h 15 min, 2 h
45 min) y (2 h 55 min, 3 h).

La funcion g (x) es discontinua para los siguientes valores de x: 1 h, 2 h, 2 h 15 min, 2 h 45 min
y 2 h 55 min. No hay intervalos de crecimiento ni decrecimiento, ya que la funcion es constante
en todo su recorrido, salvo en las discontinuidades.
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' Solucionario

¢ Baja el precio del taxi?
 f (x) = 2,05 + 0,98x
g (x) = 1,84 + 1,05x

Pagina 87 —098x+v=2,05
—1,05x+v=1,84

Resolviendo el sistema por el método de
reduccion o eliminacion, se obtiene:

—098x+y=2,05
1,05x —y=-1,84

0,07x =021 > Xx =3,y =4, 99

—_—
J—
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--------------------- ~ RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO ENEL AULA

Limite y derivada de funciones

2116




Nocidn intuitiva de limite 90-91
Limites laterales 92
Limites en el infinito 93
Cdlculo de limites 94
Indeterminaciones 95-96
Continuidad de funciones 97-98
. Cociente incremental o tasa de variacién 100
Limite y derivada de Tasa de variacion instantanea 101
. funciones Interpretacion geométrica v fisica del cociente incremental 102
: Derivada de una funcién en un punto 103
Interpretacién geométrica de la derivada 104
Interpretacion fisica de la derivada 105
Funcién derivada 106-108
Aplicacion de las derivadas 109-110
Problemas de optimizacion 111

Derivadas y TIC. Geogebra 114
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' ELEMENTOS DEL CURRICULO
e

Indicadores para la evaluacién del criterio

e

Niveles y subniveles educativos

Bachillerato general unificado

* Emplea el concepto de limites en sucesiones convergentes y sucesiones reales; opera con funciones
escalonadas; halla de manera intuitiva derivadas de funciones polinomiales; diferencia funciones
mediante las respectivas reglas para resolver problemas de optimizacién; concibe la infegracion
COMo proceso inverso, y realiza conexiones geométricas vy fisicas. (1.2.)

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

*  Nos movemos por la curiosidad infelectual, indagamos la realidad nacional y mundial, reflexionamos y
aplicamos nuestros conocimientos inferdisciplinarios para resolver problemas en forma colaborativa e
interdependiente aprovechando todos los recursos e informacién posibles.

Objetivo del drea por subnivel

¢ O.M.5.3. Desarrollar estrategias individuales y grupales que permitan un cdlculo mental y escrito, exacto
o estimado; y la capacidad de interpretacion y solucidon de situaciones problémicas del medio.

Objetivo integrador del drea por subnivel

¢ OI5.3. Tomar decisiones considerando la relacién entre individuo y sociedad en la era digital y sus in-
fluencias en las distintas producciones cientificas y culturales, en un marco de reconocimiento y respeto
a los derechos.

e OI5.10. Desarrollar mecanismos de participacion a partir de la comprension de los procesos de lucha
social y politica de diversos grupos, movimientos y culturas y su contribucién a la construccién de la
identidad nacional en el marco de una sociedad intercultural y multicultural de convivencia armdnica.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje
temdtico

Aprendizajes bdsicos

e Calcular, de manera intuitiva, el limite de una funcién cuadrdtica con el uso de la calculadora
como una distancia entre dos ndmeros reales.
* Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones cuadrdticas, a partir del cociente incre-
mental.
» Interpretar de manera geométrica (pendiente de la secante) y fisica el cociente incremental :
(velocidad media) de funciones cuadrdticas, con apoyo de las TIC.
* Inferprefar de manera geométrica y fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velo-
cidad instantdnea) de funciones cuadrdticas, con apoyo de las TIC.
¢ Resolver y plantear problemas, reales o hipotéticos, que pueden ser modelizados con deriva-
das de funciones cuadrdticas, identificando las variables significativas presentes y las relacio-
nes entre ellas; juzgar la pertinencia y validez de los resultados obtenidos.
Limite y derivada i ¢ Calcular de manera infuitiva la derivada de funciones polinomiales de grado <4 a partir del
de funciones cociente incremental.
 Interprefar de manera geométrica (pendiente de la secante) y fisica el cociente incremental :
(velocidad media) de funciones polinomiales de grado <4, con apoyo de las TIC.
* Inferprefar de manera geométrica y fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velo-
cidad instantdnea) de funciones polinomiales de grado <4, con apoyo de las TIC
¢ Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y deno-
minadores sean polinomios de grado < 2, para analizar la monotonia, determinar los maximos :
y minimos de estas funciones y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora grdfica, software, :
applets) :

: Resolver aplicaciones reales o hipotéticas con ayuda de las derivadas de funciones polinomiales :
de grado £ 4y de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean polinomios de
i grado < 2, y juzgar la validez y pertinencia de los resultados obtenidos. :
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--------------------------------- AMPLIACION DE CONTENIDOS

an _an B

Asintotas de una funcién

A veces la grdfica de una funcién y la de una recta se aproximan cada vez mds a medida que la va-
riable independiente se acerca a un valor determinado o crece indefinidomente. Estas rectas se llaman
asintotas de la funcién.

Asintotas verticales

Observa la representacion grdfica de las siguientes funciones:

Y ¥|
21 1
i ¥ 0 i i
— i 2 } 4 5 X
i i i i it
i 2 ; 4 I3 X
La grafica tiende a +-- al acercarse xa 3 por la izquier- | La grafica tiende a —-- al acercarse xa 3 por la izquier-
da y por la derecha. da y a +-- al acercaree xa 3 por la derecha.

En ambos casos la recta vertical x = 3 indica la direccién que siguen las graficas al fender x a 3. De esta
recta diremos que es una asinfota vertical de f.

Si alguno de los limites laterales de f en x0 es mds infinito © menos infinito, la recta x = x0 se llama asintota
vertical de f.

Observa que, como consecuencia de la definicion, las funciones polindmicas, f(x) = P(x), no fienen asin-
totas verticales, puesto que no tienen limite infinito en ningun punto x0.

En el caso de las funciones racionales, (P(x))/(Q(x)). para hallar las posibles asintotas verticales procede-
mos del siguiente modo:

- Buscamos los puntos x0 tales que Q (x0) = 0.

- Calculamos los limites laterales de f en cada uno de los puntos x0 hallados. Si alguno de dichos limites
es infinito, la funcidn f tendrd una asintota vertical de ecuacion x = x0.

Una funcién cualguiera f puede te-
ner como maximo dos asintotas
horizontales.
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Halla a de forma que f(x) = (x+2)/(x*3+ax"2+16x) sea
discontinua en x0 = 4 y clasifica sus discontinuidades.

Una poblacién crece segun la siguiente funcion: f(t)
= (5000t+1000)/(2t+1), donde t es el nimero de anos
franscurridos.

a) Calcula la poblacién actual.

b) ¢Crecerd indefinidamente la poblacién?

Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes
funciones.

a)fx)=x2+4x -2
B) f(x) = (x-1)/(x+5)

Estudia la contfinuidad de las siguientes funciones a
partir de sus representaciones graficas y halla los Iimi-
tes cuando x 0,

X 2yXx-2:

Los datfos obtenidos en la realizacidon de diversos ex-
perimentos se representan en la siguienfe grafica:
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a) Explica los diferentes tipos de discontfinuidad en la

grdfica. A continuacién calcula:
b) lim (x 1) f(xX) c) lim (x 17+) f(x)

d) lim (x2) fx) elim (x 4™ ) f(x)

Determina la ecuaciéon de la recta perpendicular a la
funcién f(x) = x2 - x - 6, en el punto x = - 6.

Halla en qué puntos las rectas tangentes a la curva
de ecuacion f(x) = x 3 - 4x son paralelas al eje de
abscisas.

Averigua la ecuacién de la recta tangente a la curva
de ecuacién f=x3 - 2x + 7, que sea paralela a la recta
de ecuaciény =x+4.S0l.y=x+5y=x+9

A temperatura constante, la presidn (P) y el volumen
(V) de un gas son inversamente proporcionales. La si-
guiente grdfica es la representacion de la funcién P
=f(V).

Prohibida su reproduccion
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Los datos obtenidos en la realizaciéon de diver-
SOs experimentos se representan en la siguiente
grdfica:

o
44
F34 Ff2x s 0 ax
; o 4 silgx«?
T|-2x+8si2<xs4d
Sl S -
22 10 6§ 7 8 9 101 X

a) Explica los diferentes tipos de discontinuidad
en la grdfica. A continuacién calcula:

F (atm)

24 Vi

a) Averigua cudnto vale la presién del gas cuan-
doelvolumenes4l, 61y 121

b) Calcula la disminucidon de la presién por uni-
dad de volumen en los infervalos (4, 6) y (6, 12).
¢En cudl de estos intervalos disminuye de forma
mds répida la presidon al aumentar el volumen?



Dadas las siguientes funciones: f(x) = x2-2; g(x) = e-x; h(x) = 1/(x-2), calcula:

a)h,g b)h,f, g
c)fog d)fogoh

Recurso para la evaluacion

Se lanza un globo sonda de 2 m3 de volumen. Cada 100 m de subida aumenta el volumen en 0,1 m3 hasta los
800 m. Luego sube 200 m sin aumentarlo y, después, incrementa 0,2 m3 cada 100 m durante 1 km. Finalmente,
disminuye 0,2 m3 al subir los Ultimos 500 m antes de explotar.

a) Representa el volumen del globo en funcién de la altura e indica el dominio, el recorrido, los extremos rela-
fivos, los tramos de crecimiento y el decrecimiento de la funcién.

b) Calcula el volumen cuando el globo estd a 400 m de altura.
Dada la funcién: f(x) =1/3 x*3-5/2 x"2+4x
a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcidn en el punto de abscisa 2.

b) ¢Existe otra recta tangente a la grdfica de la funcién que sea paralela a la recta que has hallado en el
apartado a? En caso afirmativo, halla su ecuacion.

Averigua el valor de los coeficientes m, n y p de la funcidn: f(x) = x3 + mx2 + nx + p, sabiendo que su grdfica
pasa por el punto (0, 2) y que f'(2) =f'(0) = 1.

Descompdn el ndmero 10 en dos sumandos tales que el cuadrado del primero mds el séxtuplo del segundo
sea un minimo.

Halla el punto de la recta de ecuacién y = 3x - 2 mds cercano al punto de coordenadas (4, 1).

Indica, en cada una de las siguientes graficas, los intervalos en los cuales la derivada serd positiva y en los que
serd negativa:

Y vT
10T
5 4+ 5T
! N 4+
-2 o 5 A X
Bl
afl
S
8
10+ 3
o
Q
. . | | 0
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Ejercicio 1.
Si f es discontinua en x = 4, entonces: 4% + 4° - a
+16-4=0—>a=-8

X+2
f(X) T x3-8x2+16X

A. V.. Q(X) = 0— x*- 8x*+ 16x = 0—
_{xl = 0
X= X, =4
X+2

A. H.:lim — =90
X2+ y3_gx2416x

I X+ 2
Tt X3 — 8x2 + 16X
La funcion presenta dos asintotas verticales en
x=0yx=4,ytiende a0 en oo,
Ejercicio 2. Estudiamos la funcionent =0y en
el infinito.
a) La poblacién actual sera parat = 0:

f(0) = M = 1000 habitantes

5000x+1000

b) lim,_ ;e e T El resultado es una

indeterminacion. Como el numerador y el
denominador son polinomios del mismo grado,

a) La funcion presentaenx =1yenx=4una
discontinuidad de salto finito, y en x = 2 una
discontinuidad evitable.
b) lim 2x = 2 c) lim4 =4

x—1~ x—-1t
d) }Ciir%f(x) = lim,_,,- 4 = lim,_,+(—2x +

8) =4

e) lim,_,+(—2x+8) =0

Ejercicio 6

La recta que cumple esas condiciones es la recta
normal de f(x) en x = —6; por tanto:

f(x)=2x-1 f(-6)=-13 f(-6) = 36

Ejercicio 7. f(x) = x ® — 4x

El eje de abscisas tiene por ecuaciony = 0, es
decir, tiene pendiente m = 0.

Asi, debemos buscar puntos de la grafica de f(x)
tales que la recta tangente a dicha gréafica en
ellos tenga pendiente 0. Sabemos que la
pendiente de la recta tangente a f(x) en x es
f*(x). Queremos encontrar x tg f’(x) = 0. Asi:

PH=3¢-4=0ox0=4/30x=+2"

ONARIO

e

SOLUCH

la solucion es el cociente entre los términos que

acompafian al término de mayor grado:
5000 +1000 5000
= = 2500

2x+1
La poblacién no pasara de los 2500 habitantes.

Ejercicio 3. a) f(X) = x> + 4x - 2

Al ser una funcion polindmica no presenta
ninguna discontinuidad.

b) f(x) = %;La funcion presenta una
discontinuidad en el punto en el que se anula el
denominador: Q(x) =0 — x=-5

Ejercicio 4

a) La funcion presenta una discontinuidad de
salto infinitoenx =2y x=-2, y una
discontinuidad evitable en x = 0.

lim f(x) no existe

lim, 40

llm = 400 lim = —
x—-2% X—-2"

lim = —o0 lim =+
x—>=2% x—>-2"
Ejercicio 5

Y por otro lado: f(x) = x> — 4 x = x (* — 4)
Luego se calculan las iméagenes de los puntos:

Asi, los puntos pedidos son ( 25 16‘/—) y

(22 16)

Ejercicio 8
Queremos encontrar rectas tangentes a f(x) = x*

—2x + 7y paralelas ay = x + 4. Asi, las rectas
que buscamos han de tener la misma pendiente
que y =X + 4, es decir, m = 1. Ademas, sabemos
que la recta tangente que pasa por (x, f(x)) tiene
pendiente f’(x). Por tanto, debemos buscar (X,
f(x)) tales que f(x) = 1.
f(x)=3x2=1e3¢=3ex¥=1ox=1,x
=-1

Asi, los puntos de la gréfica (x, f(x)) tales que
las rectas tangentes a la grafica f(x) en estos
puntos tienen pendiente 1 son (1, f(1)) = (1,6) y

(-1, f(-1)) = (-1, 8).



(cont. Ejercicio 8)

Luego las rectas que buscamos tienen pendiente
1y pasan por (1, 6) y (—1, 8). Estas rectas son
- (-6 =1x-1)
respectlvamente.{(y_ 8) =1 (x+ 1)
@{y =x+5
y=x+9

Ejercicio 9

a) De la gréfica se deduce que: f(4) = 5, f(6)
~3,5yf(12) =2

b) La disminucidn de la presion por unidad de
volumen en [a, b] coincide con TVM [a, b] de P
como funcion del volumen, V. Puesto que Py V
son inversamente proporcionales, podemos
considerar

P=1f(v) ==

Ejercicio 11. a)

D(f) = [0, 2500]

R(f) = [2; 48]

Crece en (0, 800) y (1000, 2000), experimenta
un maximo en (2000; 4,8) y decrece en (2000,
2500).

b) V (h = 400) = 2,4 m®

En el intervalo [6, 12] disminuye de forma mas

rapida la presion al aumentar el volumen, pues
ITVM [6, 12]| > [TVM [2, 4]|.

Ejercicio 10.

Ejercicio 12
a) La ecuacion de la recta tangente sera:

y—f(2)=1(2) - (x-2)
Calculamos f(2):

Calculamos f*(2):

Hallamos la ecuacion de la recta tangente:

b) La pendiente de la recta paralela ha de ser —2.

Resolvemos la ecuacion f(x) = —2.

Recurso para la evaluacion
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Asi, en x = 3 hay una recta tangente a la grafica de f paralela a y=-2x + 14/3.
Hallamos la ecuacion de la recta tangente:

La ecuacion de la recta es y= —-2x + 9/2

Ejercicio 13

Si pasa por (0, 2), ha de ser f(0) = 2.
Luego: f(0) =p=2.

Calculemos ahora f’(x):

(x) = 3x* + 2mx + n

Supongamos que f’(2) = f’(0) = 1:

Portantoom=-3,n=1yp=2.

Ejercicio 14
Sabemos que x +y = 10, y que la condicién es que f(x, y) = x* + 6y — f(x) = x* — 6x + 60
Para buscar el minimo, la derivada debe ser nula:

PX)=2x-6=0—->x=3—>y=7

Nos aseguramos que el valor de x = 3 sea un minimo.
f(3) =2 >0 — x =3 es un minimo.

Ejercicio 15
El punto de la recta mas cercano al punto (4, 1), el punto de cruce entre la rectay = 3x — 2 y una recta
perpendicular a esta que pase por el punto (4, 1). Sabemos que la pendiente de la nueva recta tiene que

ser m =—1/3 y sabemos que la formula de larectaesy —y, =m (X —Xo) — Y :_?X + g
Por tanto, hemos de buscar el punto de cruce de ambas rectas:

Ejercicio 16
a) Es positiva en (-0, 0) U (3, ) y negativa en (0, 3).
b) La derivada sera positiva en (—oo, ).



dyuud ue urld ldld ue vdlules.
a) f(x) = 3x +2 b) f(x) = x* - 4

2. Dada la funcion f(x) = €”, representa:
a) f(- x) b) — f(x)

3. Representa una recta que pase por los
puntos A=(0,0)yB=(1, 4).
A continuacion, en el mismo grafico
construye una parabola con vértice en (0, 0)
y que pase por el punto (1, 4). Halla la
expresion algebraica de ambas.

:EEij
_E £

o . L, 24 :3
Considera la funcion f(x) =—"—""—.

Halla los valores de a para los cuales

lim, o f(x) =1
Observa la grafica de la funcion f.

Y
o )
— = = —p — = i 4 ! Eax
1

urid ue 1ds 1UriClornies siguieries d pdrur ue
su gréafica.
R 1Y

::‘F.":::'

Calcula los siguientes limites y determina

las ecuaciones de las asintotas de f.

a) limy, o, f(x) ¢) lim, 3+ f(x)
e) lim, _,+ f(x)

b) limy,_4- f(x) d) lim,_,- £ (x)
f) limy, 400 £ (%)

7. Estudia los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de la funcién
f(x) = x3 — 3x + 2.

8. La grafica representa la posicion, X,
respecto al tiempo, t, de un atleta en una
carrera de 100 m lisos. Averigua la tasa de
variacion media de la posicion en los
intervalos [0, 3], [3, 8] y [8, 10]. ¢En qué
intervalo fue més rapido?

s\
~ ™S

Trabajo inclusivo
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9. Expresa la funcion f(x) = (x - 1)2 como composicién de dos funciones.

10.Comprueba que las siguientes funciones no son continuas en el punto x0 = 2 y senala el
tipo de discontinuidad que presentan.

Trabajo inclusivo
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---------------------------------------------------- SOLUCIONARIO

o= W

Ejercicio 1

Ejercicio 3.
En el caso lineal, sabemos que pasa por (0, 0)

y (1, 4):

En el caso de la interpolacion cuadratica,
sabemos que el vértice se hallaen (0, 0). La

. T -b
posicion del vértice viene dada por x, = 5o por

lo tanto, b debe ser 0. Asi pues:

Ejercicio 2. f(x) = e*a) f(-x)

b) —f(x)

Las expresiones algebraicas sony = 4x e

y = 4.

Ejercicio 4

D(f)=R Recorrido (f): (-, 2]
D (g) = [-2; 3], Recorrido (g): (-3, 1)
D (h) = (=0, 0) U [2, +), Recorrido (h):(~,
+o0]

D (i) = (-o0; +0),  Recorrido (g): [-2, 2]

Ejercicio 5

Trabajo inclusivo
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Ejerciciol0

S
8 i
S | La funcion f presenta en xo = 2 una
£ discontinuidad no evitable de salto infinito.
-% . Las rectas x =1 y x =2 son asintotas
a verticales de fy larectay = 1 es una asintota
g horizontal.
Ejercicio 7

f(x) =x°-3x + 2, — '(x) = 3x*- 3
Resolvemos la ecuacion f*(x) = 0.3x*~3=0

1
= x\f 1
Estos valores determinan tres intervalos sobre La funcion f presenta en xo = 2 una
la recta real: (-0, 1), (-1, 1) y (1, + o). discontinuidad no evitable de salto finito.

Luego la funcion es creciente en (—o, —1),
decreciente en (—1,1) y creciente en (1,+o0).

Ejercicio 8
TVM [0, 3] = 6,67 m/s; TVM [3, 8] =12 m/s;
TVM [8, 10] = 10 m/s;

Fue mas rapido en el intervalo [3, 8] La funcién f presenta en xo = 2 una

discontinuidad evitable.

Ejercicio 9
f=hog, donde h(x) =x?yg(x)=x—1

w
O



I Representacion concreta, mediante

: graficos de las propiedades de las

i funciones: dominio, recorrido, mono-

.'-.. ..
| tonia, extremos, simetria.

' Resolucion de problemas de aplica-
" cion de limites y derivadas.

| . |
 Uso de diagramas que resuman los |

| principales conceptos, propiedades |
“....e, Y procedimientos con limites y deriva- |
' das de funciones. :

|

|

|

|

| f
i Uso de softwares que refuercen la apli-
| cacién de derivadas de funciones.

(Qué diferencia el conjunto de los
numeros reales del resto de conjuntos

, estudiados?
1
' Identificacidon, en ejercicios o proble-

1 T

i Mas, de las caracteristicas de las fun-
| ciones, dadas mediante su expresion
' algebraica o su grdfico.

¢ Por qué es importante el uso y aplica-
1 cidn de los limites y la derivada?
1

. Planfeamiento y resolucion de proble-

' mas de continuidad y optimizacion.

1 .z AT . .z

1 Reflexion y andlisis sobre Ia aplicacion
' de las funciones, limites y derivadas
‘en la vida.
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BANCO DE PREGUNTAS

1. ¢Cudl es la funcién derivada de f(x) = (x* + 5)?

a)x’+5 b) 4x° + 20x c) 2x° + 10
Sol.: b
2. A partir de la grafica de f, halla:
::H L0
i
— Determina las ecuaciones de las asintotas
verticales y horizontales de f. | 2
Sol.: a) No existe; b) 0; ¢) — 2; d) +oo; Y ;
e) +oo; f) —o0; g) 1; h) No existe 4 i 1k 16
Asintotas verticales: x =—4,x=-2,x=0yx=3 ]
Asintota horizontal: y = —2 por la izquierda i E f
! : 1

3. Lasiguiente figura refleja la evolucion de un indicador del bienestar econémico de EE. UU. durante
el periodo 1929-1985.
Este indicador considera como un valor de referencia, 100, el correspondiente al afio 1929.

e
:iﬂﬁl |
f
10
::Hi ;
I 3 i lﬁ ﬁ
|| poeey - pes[ [ ] fimas 1 il | [[1a8

a) Averigua cudl era el valor del indicador en 1935, 1945y 1970.
b) Calcula la variacion del bienestar por unidad de tiempo en los intervalos [1929, 1935], [1935,
1945], [1945, 1947] y [1947, 1985].
c) ¢En cual de los intervalos anteriores disminuye de forma mas rapida el bienestar? ¢En cuél
aumenta mas rapidamente?
d) ¢Cudles crees que fueron las causas de los intervalos de disminucion del bienestar?
Sol.: a) f(1935) = 85, f(1945) = 155, f(1970) = 188
4. Dibuja la gréafica de una funcion f que tenga las siguientes caracteristicas:
* Las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas verticales de fy la rectay = 1 es una asintota horizontal.

"§ « Corta al eje OY en el punto (0, —2) que a su vez es un maximo relativo de la funcion y no corta al
H eje OX.
o « Pasa por los puntos (—4, 2) y (4, 2).

w
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----------------------------- RECURSOS PROPIOS DEL AREA

N TR

La incorporacion de herramientas tecnoldgicas como recurso diddctico para el aprendizaje
de las matemdticas, especialmente en el caso de que se apliquen estos recursos dentro y
fuera del aula.

Asi, las principales herramientas TIC disponibles y algunos ejemplos de sus utilidades concre-
tas son:

- Utilizacién de herramientas simples de algun programa de disefo grafico.
Como Mathlab, Desmos, Derive, especialmente en esta unidad, para graficar funciones.
- Uso y aplicaciéon de calculadoras graficas.

- Uso de procesadores de texto para redactar, revisar la ortografia, hacer resimenes, anadir
fitulos, imagenes, hipervinculos, graficos y esquemas sencillos, efc.

- Usos sencillos de las hojas de cdlculo para organizar la informacion (datos) y presentarla,
en ocasiones, de forma grdfica.

- Usos simples de bases de datos.
- Utilizacién de programas de correo electrénico.
- Usos y opciones bdsicas de los programas navegadores.

* Acceso, enfre ofras muchas utilidades, a las noticias de prensa (prensa digital) para es-
tablecer comparaciones, recabar informacién actualizada, etc., o para investigaciones
bibliograficas.

e Uso de buscadores.

* Extracciéon de informacidn (enlaces) a partir de los propios directorios de cada buscador
principal.

* Uso de los recursos de busqueda por términos clave en blsquedas simples y avanzadas.

* Usos sencillos de programas de presentacion (PowerPoint o similares): frabajos multimedia,
presenfaciones creatfivas de contenidos, esquemas, o realizacion de diapositivas.

* Uso de los recursos de busqueda por términos clave en busquedas simples y avanzadas.

» Creacion y organizacion de listas de favoritos, asi como seguimiento y actualizaciéon de la
informacion de las distinfas URL consultadas.

- Uso de enciclopedias virtuales (cd y www).
- Uso de periféricos: escdner, impresoras, etc.
- Puesta en practica de videoconferencias, chats...

- Usos sencillos de programas de presentacion (PowerPoint o similares): trabajos multimedia,
presentaciones creativas de textos.

SN
W ™
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Orientacidn diddctica

* Para anticipar posibles dificul-
tfades en los contenidos de la
unidad, se recomienda:

e Hacer un recordatorio de los
contfenidos vistos en la uni-
dad anterior: Determinacioén
del dominio y recorrido de
funciones y divisién de polino-
mios por el método de Ruffini.

e |nsistir en el uso correcto del : |
vocabulario matemdtico y la
nomenclatura bdsica para la
unidad desigualdades. Enfati-
zar en el férmino de —eo O +oo,
pues un error comun en los
estudiantes es expresar co— O

oo+,

e Aplicar rutinas que se pro-
ponen al inicio de esta guiaq,

S Solucionario
para favorecer la actividad
reflexiva por parte de los S4=100/(1-1/10)=NL1.. m
alumnos, los procesos de Es una progresién geométrica.

pensamiento y el tfrabajo en

grupo y cooperativo La férmula que expresa la suma de los n + 1 pri-

meros términos es:
* Debe darse gran importancia

al aprendizaje de las reglas
de derivacién, explicando S=(a_l-a_r*(n+1))/(1-)
y comprobando mediante
ejemplos resueltos en pizarra
que los alumnos entienden
muy bien el procedimiento
para derivar funciones.

S=a+ar+ar2+ar3+ard+..+arn

La experiencia también nos dice que la alcanzo-
rd. No se tuvo en cuenta que la serie que plan-
teaba Zendn no tiende a infinito, de modo que,
llegado a cierto punto, la superard.

) Esta actividad pretende que el alumno reflexio-
ne sobre el concepto de limifte y su significado,
en el contexto del universo.

e Practicar extensamente la re-
solucién de ejercicios y pro-
blemas de aplicacion.
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Ejercicio 1

a) limy,,3x—1=32-1=5
b) limy g senx =sen90°=1
¢) limy ,;x—2=3-2=1

d) limyg,elnx=1
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' Solucionario

Ejercicio 3

a) Calculamos:

f(0) = 3 f(2) = 15,778
TUM (02f() =2 = 6,39
b) Calculamos:

f(3) = 41,17 f(6) = 807,85
TVM [a.f(x) =e 2127 955 56

c) La férmula de la tasa de variacion instantanea
podemos escribirla como:

e) TVI.f(x) =lim,, M _q
Por tanto:

Ejercicio 4

Pagina 101
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Ejercicio 5

En el intervalo |10, 20] ha disminuido mas
rapidamente el nimero de enfermos, pues es
donde hay menor tasa de variacion media
(menor tasa de variacion media significa menor
aumento del nimero de enfermos, o sea, mayor
disminucion de dicho namero).

Ejercicio 6

TVM [-5, -3] = 2,
TVM [3,5] =4,
TVM [10, 20] =-2

Ejercicio 7

Como la TVM coincide con la pendiente de la
recta secante que nos piden, tenemos que esta
vale 5.

Ejercicio 8

f(t) = 50 + 150/t

intervalo, para responder buscaremos |0s
valores: TMV (2, 4) y TMV (7, 11).

MV (2, 4)= 4393  TMV (7,11) = 25,16

Asi, la velocidad media en el intervalo (2, 4)
es mayor que la del intervalo (7, 11), por lo
que va mads rapido en el intervalo (2, 4).

a) f(x)=8x%f(x)=8-9-x-1=72-x°

b)

_ 1 _ 4

0) (¥) =5==x s

P(x) = _3x_§ -4 -4 43K

5 - 53x9 - Sxi/x_‘*_ 5x2

d) f(x) =3x"-2x3+ 7x + 10

(x) = 12x° - 6x2+ 7
e) f(x)=cosx.e"

f7(x) = &" (cos x — sen x)
f) f(x) = 4x°. Inx

(x) = —4x*(3In x - 1)
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Solucionario

Ejercicio 9

a) fX)=8x%F(x)=8-9-x-1=72-x°

b)

C) f(X) —4/5

P(x) = ——x g T .
s¥%x°  s5x3xF 5x2
d) f(x)= 3x —23+7x+10
(x) = 12x° - 6x2 + 7
e) f(x)=cosx.e"
(x) = & (cos x — sen x)
f) f(x) =4 Inx
f'(x) = —4x*(3In x - 1)

Pagina 115

Solucionario

Ejercicio 1
a) lim,,, x3+2x2—x—10= 1°+21%-1 (=2 -5(-2)+8(=2)+4 _-8+10-16+4 _
-10=-8 (-2)3+(-2)2-8(-2)-12 -8+4+16-12

b) ‘;‘) = NE

l -5x+8x+4 _
d) lmx" 2 3+x2 8x -12

Prohibida su reproduccion
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Solucionario
Ejercicio 2 Ejercicio 4

Ejercicio 5

No existe el [imite

Ejercicio 3

La variable a debe cumplir que:

Ejercicio 7

C
0
6]
6]
2
ko]
o
o}
g
=)
2
o]
o
Q
<
¢
o




Pagina 115, 116

'Solucionario

Ejercicio 8 Ejercicio 12

—2a=6—sa=3
Ejercicio 9

—8—-a=0—a=8
6-2b=0—-b=3

Ejercicio 10 Ejercicio 13
Ejercicio 11

Prohibida su reproduccion
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' Solucionario

Ejerciciol4
Ejerciciol6
f(x) =x2-3x+5enx=2;(2) =3
La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y-fa) =f(a)(x-a)
Calculamos la derivada de la funcion en el
punto x =2
La ecuacion de la recta tangente sera: y — 3 = (x
-2)—>y=x+1
Ejercicio 15 Ejerciciol?

Prohibida su reproduccion
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'Solucionario

Ejerciciol8
x—1,six<0
f(x) ={x2 si0<x<2
2x six>0 Ejercicio 21
Estudiamos el punto x = 0y comprobamos si  a) f(x) = x > — f'(x) = 5x*
la funcién es continua en este punto: b) f(x) = X4 f(x) = —Ax

gmx—)O— f(x) =1 lim,o4 f(x) =0, f(0) = c) f(x) :x_13: NN fi(x) = 35 :;_i
Como no coinciden, la funcion no es continua

en x =0y, por tanto, tampoco derivable en él.

Estudiamos la continuidad de la funcion f(x) en

el punto x = 2:

limy,_ f(x) =4 lime,,, f(x) =4, f(2)=

4

Los valores coinciden y, por tanto, la funcion

f(x) es continua en x = 2. Ejercicio22
Derivamos la funcion f(x): 2100 = 1) + g = 15% 4 —sen1 x
j(x) = F(x) — g(x) = 15x 4 + sen x

Para saber si es derivable en x = 2, observamos
como se comporta alrededor de ese punto: b)
f(2)=4f2"=2

No coinciden y, por tanto, la funcion f(x) no es

derivable en x = 2. c)
Ejerciciol9 d) h(x) = f'(x) + g’(x) = cos x + 5°*

j(x) = f(x) - g(x) = cos x — 5%

e)
24.a) f(x)=2x-6, f(x)=2

b) f(x) =—x  f(x) =-1
Luego la afirmacion es cierta.
Ejercicio20

Of)=vr ¥ 1, F(X)= J%
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a) x>(Bsen x + X cos Xx)
c) X (2Inx +1)

)= X senx. Inx
X

1
9) ;75 Sen x + cos xv/x

XZ
b) 2X\/§+2—&
d) e(x3 + 3x*— 2x — 2)
f) cos?x — sen’x
h) 3*(x In x + 1)

Ejercicio 26
a)f(x)=3x"+5x3—-12x*+3x+4
F(X)=3-4x3+5-3x*—12-2x+3=
=12 %%+ 15x° — 24x + 3
b) f(x) =4 In x —x
P)=4r—1=2_1

X X
c) f(x) =e™ - senx;
f7(x) =e ¥ sen x + e * cos x =e *(sen X + cos X)
d) f(x) =4 cos x —x In X
f’(x)=—4senx—(lnx+x.§)= —4sen X — In X

-1
O () =x-"X =
Ejercicio 27
f(x) = 2x° = 4x + 6, g(x) = —x* + 2x
f'(x)=4x -4 g’'(x) =-2x+2

a) h(x) =f(x) + g(xX) — h’(x) =2x -2

b) i(X) = g(x) — f(X) — i’(X) = —6x + 6

) j(x) =f(x) - g(x) —

i7(X) = (4 — 4) (X% + 2X) + (2x* = 4x + 6) (=2x
+2)=

=—8x % +24x?-28x + 12

f(x
d) k() =£—>

Ejercicio 28
a) f(x) In(x+1)enx =2

La ecuacion de la recta tangente viene dada por:

y-f(a) =f'(a)(x-a)
Calculamos la derivada de la funcion:

£(x) =X+L1, f(2) = 0,333, (2) = 1,098

La ecuacidn de la recta tangente seré:
v—1.098 =0.333(x - 2) — v =0.333x — 1.764

La ecuacién normal viene dada por:
y-1098=—"(x~2) —y=-3x+7,098
b) f(x) =vx — 2enx=6

La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y—f(a) = f'(a)(x-a)
Calculamos la derivada de la funcién:

f(6) =2
La ecuacion de la recta tangente sera:

_2—X;6 —Xt2

La ecuacién normal viene dada por:
~f(a) = ——(x—a)
y @
Si sustituimos por los valores obtenidos
anteriormente:
y—2=-4(x-6) > y=-4x+ 26
c)f(x)=2e"enx=0
La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y-f(a)=f(@)(x-a)
Calculamos la derivada de la funcién:
ff(x)=22* f(@0)=2 f(0)=2
La ecuacion de la recta tangente sera:
y-2=2(x-0)—>y=2x+2
La ecuacion normal viene dada por:y — 2 =
—(x—0)>y=—+2
d)f(x)=In(x+1)enx=0
La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y-f(a) =f(a)(x-a)
Calculamos la derivada de la funcion: f’(x) = ;11
f(0)=1 f(0)=0
La ecuacion de la recta tangente sera:
y-0=1(x-0) - y=x
La ecuacion normal viene dada por: y = —x
Ejercicio 29
X 19
yi=8x-22; Yn=—g+%
Ejercicio 30
a)y =2 (x-1);
c)y=2x-9;

b)y=2x+4;
dy=2x-1,69
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Por tanto, f(x) es decreciente en (-0, 3/2) y
creciente en (3/2, +o)

b)

f(x) =x*-4
xX)=2x > (Xx)=0—->x=0

Por tanto, f(x) es decreciente en (—o0, 0) y
creciente en (0, +o0).

Pagina 117

f'(x) = 4f’(x) > 0 para todo D (f) y, por lo tanto,
la funcion es creciente en todo D (f).

09 f(0=2-Inx FK)=:

El dominio de una funcién logaritmica con base
mayor que 1 es D (f) = (0, +). Para todo este

intervalo, su derivada es positiva, de modo que
la funcién es crecienteé)ara todo su dominio.

h) f(x) =x
f(x)=5x* > f(X)=0—>x=0
x=-1 x=1
Fix) + +
Flx) Ve A

Por tanto, f(x) es creciente para todo x.

c) f(x) = x>
I — 2 b — —_—
P)=3x"—>F(x)=0—x=0 MAS A FONDO
I=—l X= 1
Flx) + + Ejercicio 32 a) f(x) =x2-3x+2
flx) A e FX)=2x-3—->F(X)=0—>x=3/2
Por tanto, f(x) es creciente para toda X.
d) f(x) = x*
() =4x® > F(x)=0—>x=0
el Fal La funcion pasa de decrecer a crecer en x = 3/2;
) _ R por tanto, ésun minimo.
b)f(x)=x"-4
o > d F(x) = 2x - F(X) =0 — x =0
f(x) es decreciente en (—oo, 0) y creciente en (0, x=-1 x=1
+00). Flx) - -
e) f(x)=x3-12x o ~ ~
F(x) = 3x2— 12 — f(x) = 0 — X ={ 1 = 2 La funcion pasa de decrecer a crecer en x = 0;
Xy = —2 por tanto, es un minimo.
) f(x) =2x3=3x? +2
P(X) = 6x 26X — P(X) = 0 — X :{xl =0
X, =1

f(x) es decreciente en (-2, 2) y creciente en (—oo,
—2) U (2, +o0)(—00, =2) U (2, +o0).

f)

f(x) =4x-80

La funcion pasa de crecer a decreceren x =0y,
por tanto, es un maximo, y de decrecer a crecer
en x =1 que es un minimo.
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f’(x)=3x2—12—>f’(x)=0—>x={ =2

x2=—2

La
funcion pasa de crecer a decreceren x =-2y,
por tanto, es un maximo, y de decrecer a crecer
en x =2, que es un minimo.

e)f(x) =x2-2
FX)=2x—>F(X)=0—->x=0
A‘.=—1 X= 1

Flx) - +

fix) N 7
La funcidn pasa de decrecer a crecerenx =0 Ejercicio 35
que, por tanto, es un minimo.
f) f(x) = 3x - 20
f(x)=3

Como f’(x) > 0 para todo D (f), la funcién no
presenta ningun extremo.

Ejercicio 33

Ejercicio 36.

La pendiente es 4, y la ecuacion de larectay =
4x+9

Ejercicio 37.

a)v (0)=f(0)=3m/s b)v(2)=-
16,6 m/s c) v(t) =3-9,8t d)a(0) =
v'(0) = -9,8 m/s*

e) a (t) =v'(t) = -9,8 m/s®

f) f(x) =3-9,8t fx)=-98 f(x)=0
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Los puntos de corte de la funcion con el eje de
abscisas verifican:
xl = _2

f(x):0—>x2+x—2:o—>x:{ T

Por tanto, procedemos a buscar la recta tangente
en los puntos en los que la funcion f(x) corta el
eje de abscisas: f'(x) = 2x + 1

f(-2)=-3 f(1)=3

Cuando x = 1, la recta tangente de f(x) serd: y —
0=3(x-1)—>y=3x-3

Cuando x = -2, la recta tangente de f(x) serd: y —
0=-3(x+2) >y=-3x-6

Ejercicio 39

Sabemos que esta pendiente coincide con f’(1/2)
Calculamos '(x): f'(x) = 3x* + 1

Luego:

Por otro lado, sabemos que pasa por el punto

¥0) 1 )

Calculamosf(%):f(;) = 42-2=-3

Asi pues, la recta tangente a la curva de
ecuacion
f(x) =x* +x—2enx = 1/2 es;

v -3)=

Ejercicio 40

Pagina 118

-2
f(x) = ;—1

La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y-f(a) =f(a) (x-a)
Calculamos la derivada de la funcion:
’ — 3 —
f(x) “Gr? f(2)=0
La ecuacion de la recta tangente sera:

1 2
y-0=-(x-2)->y=:-1:
La ecuacion normal, si sustituimos por los

valores obtenidos anteriormente, sera:
-1

y-0=7Tx-2)->y=-3x+6
3
Ejercicio 41

Ejercicio 42
a)a’=b’+c*>a=+b? + 2

’ _ C
a(c)=v9 +c2 —a’(c) Tz
b)a’(c)=0—-c¢c=0
D (f) = [0, +x) a(1) > 0; por tanto, la funcion es
creciente en todo D (f).

N
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Ejercicio 43
a)f(x)=x*+2x%+x+1
P(x)=3x2+4x+1—f(x)=0—

La funcion f(x) es creciente en (—oo, —1) U (—1/3,
+o0) y decreciente en (-1, —1/3), y presenta un
méaximo en X = -1y un minimo en x = -1/3.

b) f(x) = sen x (2x), x € [0, «]

f’(x) =2cos (2x) - ’(x) =0 —

X1 = 1/4; Xo = 3m/4

La funcion f(x) es creciente en (0, /4) U (3n/4,
7) y decreciente en (n/4, 3n/4), y presenta un
maximo en X = /4 y un minimo en x = 3n/4.
c) f(x) = ex* 1
P(x)=2x- e 15 f(x)=0—-x=0
X==1 x=1

fix) - +

flx) Ny -
La funcion f(x) es creciente en (0, +o) y
decreciente en (—oo, 0), y presenta un minimo en
x=0.
d  fx)=(x-2)°
(x) = 3(x — 2)?
f’(x) > 0 para cualquier valor de x; por tanto, la
funcion es creciente en todo D (f). A pesar de
que la derivada de f(x) vale 0 para x = 2, no
presenta ninglin maximo ni minimo en este
punto, sino un punto de inflexién.
e) f(x) = 0,5x > + 2
PX)=x—>Fx)=0—->x=0
x=-1 x=1

fix) - +

fx) N A
La funcién f(x) es creciente en (0, +) y
decreciente en
(—o0, 0), v presenta un minimo en x = 0.

f) f(x) = In (x 2 + 1)
2

(x) == —-fxX)=0—->x=0
X=—1 x=1
fx} - +
flx) S e

La funcion f(x) es creciente en (0,+o0) y
decreciente en (—oo, 0), y presenta un minimo en
x=0.

Ejercicio 44.

a)f(t)=2t*-5t+1
ft)=4t-5—->f@{t)=0—>t=5/4

Decreciente en (—oo, 5/4) y creciente en (5/4,
+00)

1 1
g(X) :ZX4 —EXZ

x, =0
g =x-x->gX)=0—-t={x,=1
X3:_1

Creciente en (-1, 0) U (1, +) y decreciente en
(=0, —1) U (0, 1).

b) En la funcién f(x), el punto x = 5/4 es un
minimo.

En la funcion g(x), el punto t = 1 es un minimo.

Ejercicio 45 f(x) =x-e”
a)f'(x)=e*(x+1) - f(X)=0—-x=-1

f(x) es decreciente en (—o0,—1) y creciente en
(-1, +o0).

b) f(-1) =-0,37. f(x) presenta un minimo
en (-1, -0,37).
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Ejercicio 46. f(x) = x* - 2x“ + 1

Crece en (-1, 0) U (1, +o0) y decrece en (—oo,
-1) U (0, 1).

b) La funcion f(x) presenta un maximo en x = 0
que corresponde al punto (0,1), y minimos en x
= -1y x =1 que corresponden a los puntos (-1,
0) y (1, O) respectivamente.

Ejercicio 47. f(x) = X sen x =

= f(x) =(x?)".senx + x%. (senx)’ =
=2X.sen X + X2 cos X

b) f(x)=x.lnx=
=>f(x)=x.lnx+x.(Inx)" =
=l.Inx+x.(1/x)=Inx+1

Ejercicio 48

Ejercicio 49

P(x)=2x—-7

Asi:
f'(-2)=2(-2)-7=-4-7=-11

X, =0
(x) = 4x° — 4x — '(x) = 0 — X :{x2 =-1

X3=1
f(2)=22-7=4-7=-3
f(10)=2-10-7=20—-7=13
Ejercicio 50. a)f(x):éenle
by 2 _ Viry
f(x)——x—2 f(1)=2 (1) =-2

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
ldef(x)es:y—2=-2(x-1) >y=-2x+4
by  f(x)=x?-2x+3enx=3
f'(x)=2x-2 f(3)=6 f(3) =4
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
3def(x)es:y—-6=4(x+1) >y=4x+10
c) f(x) =x*-2x+3enx=-1
f'(x)=2x-2 f(-1) =2 f'(-1)=-4
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
—ldef(x)es:y—-2=-4(x+1) >y=-4x-2
d) fx)=Inxenx=1

f(x)=1Ux f(1)=0 f(1)=1
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
ldef(x)es:y-0=1(x-1) »y=x-1
e) f(x)=cosxenx=mn
f(x) =-sen xf(nr) =-1f" () =0
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
ndef(x)es:y+1=0—-y=-1

Ejercicio 51

a) f(x) = 3x* + sen x

f’(x) = 6x + cos x

b) f(xX) = Inx - (¢ +2x + 1)

2
Px) = 224 4 ox + 2) Inx

X

N
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Ejercicio 52. a) f(x) = cos (nx)
f’(x) = —m sen(nx); '(x) =0 - x =k

f(x) es creciente en (2k + 1, 2k + 2) y decreciente en (2k, 2k + 1).

b) ) =x-1
f(x) =3 > f(X)=0—>x=0

La funcion es creciente en (—oo, 0) U (0, +0).

c)  f(X)=x*-3x+2
PX)=2x-3—->f(X)=0—>x=3/2

I=—1

La funcion crece en (3/2, +) y decrece en Fix)

fix)

d) ()_x2+1
f(x)-(2+1)2 xX)=0—-x=0

La funcion decrece en (0, +0) y crece en (—oo, 0).
e) f(x)=¢e*

f(x)=e”

’(x) > 0 para cualquier valor de x y, por lo tanto,
siempre creciente.

f) f(x) = Inx =X
FX)=lx-1-FxX)=0—->x=1
La funcion decrece en (1, +o) y crece en (0, 1).

Ejercicio 53. Aplicaremos que si f(x) = (g 0 h)(x) =
= F(x) =g’ (h(x)) - h’(x)

a) f(x) =8x + 12;
b) g(x) = 5 cos 5x;
c) h’(x) =-senx. e
d)l ( ) ZXC;SX

e) j’(x) = 6x° cos x° (—sen X°)
COSX

kM ==

Cos X

Ejercicio 54
fX)=x—7x+1, f(x)=2x-7
(-3) =-13f'(4) =1 y f'(-5) = -17

f(x) es
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Ejercicio 55. f'(x) = (sen x)* Cos X + sen x

(cosx) =

— Como f*(x) es la pendiente de la recta tangente
a f(x) en xy f’(E) la pendiente de la tangente a

f(x) =cos x sen x en E es 0, y por lo tanto, esta es
paralela al eje de abscisas.

Ejercicio 56. La pendiente de la recta tangente a
la graficade f(xX) =x - Inxenx =1es f'(1).
Puesto que se tiene: (1) =In1+1=0+1=0
Sabemos, por otro lado, que esta recta pasa por
(1,f(1))=(1,1-In1)=(1, 0). Asi, la ecuacion
deestarectaes:y—-0=1(x-1)ey=x-1

Ejercicio 57. a) f(x) =x*-3x +2
FX)=2x-3->F(Xx)=0—

—Xx =3/2 f(3/2) =-1/4

f(x) tiene un extremo en (3/2, -1/4).
b) f(x) = sen (nx)

f(X)=ncos (nx) > F'(x) =0 > x =
Los valores de estos extremos seran 1 0 -1

alternativamente.
La funcidn tiene infinitos extremos en

(5 )yen (55 1)

1+ 2k

La funcidn tiene un extremo en (-1/2, 4/3).
d) f(x) =x-Inx
FX)=Inx+1->F(xX)=0—-x=1/e
f(1/e) =-1/e

La funcion tiene un extremo en (1/e, -1/e).

Ejercicio 58. a) Seréa positiva en (—w, 1) U
(5,+), ya que la funcion es creciente en ese
intervalo. Sera negativa en (1, 5), donde la
funcion es decreciente.

b) Sera positiva en (4n— 1) n/4, (4n + 1) /4, ya
que la funcion es creciente en ese intervalo. Sera
negativa en (4n — 3) n/ 4, (4n — 1) w/4, ya que es
decreciente en ese intervalo.

c) Sera positiva en (0, 2), ya que es creciente en
ese intervalo y nula en (2, 5) porque se mantiene
constante.

d) Sera positiva en (0, +o0), ya que es creciente
en ese intervalo.

Ejercicio 59

Ejercicio 60
a) El beneficio es minimo en 1 afo.
b) El valor de este beneficio es de $ 4000.
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Ejercicio 62. a) f(x) = x > — 4 Vértice:
Xvértice = 0

f(0)=-4 (2)=2>0
f(x) tiene el vértice en (0, —4); es un minimo.
b)  f(X) = X% — 4X Xertice = 2

f(2) =4 (2)=2>0
f(x) tiene el vértice en (2, —4); es un minimo.
¢)  f(X) =X 4X + 4 Xvertice = 2

f(2)=0 (2)=2>0
f(x) tiene el vértice en (2, 0); es un minimo.
d) f(X) = (X + 3)2 Xvértice = —3

f(-3)=0 f(-3)=2>0.
f(x) tiene el vértice en (-3, 0); es un minimo.
e)f(X) =4x° =16  Xyértice = 0

f0)=-16 f(0)=8>0
f(x) tiene el vértice en (0, —16); es un minimo.
f) f(X) = X >+ X — 6 Xvertice = —1/2

f(-1/2) = -25/4 f(-1/2)=2>0
f(x) tiene el vértice en (-1/2, =25/4); es un
minimo.
g) f(x) = =2(x + 3)°—~ 8 = —2x* — 12x — 26
Xvértice=—3

f(-3)=-8  f(-3)=-4<0

f(x) tiene el vértice en (-3, —8); es un méximo.
h) f(x) = =% + 3(x + 2)—1 = —x* + 3X + 5 Xyertice
=3/2

f(3/2) = 29/4 f(3/2) =-2<0
f(x) tiene el vértice en (3/2, 25/4); es un
maximo.

Ejercicio 63. Dado que nos dicen que su vértice
estd en (2, 1), podemos deducir que:
f(2)=0—->b=-4

f2)=1—-c=5

x+2six<1
Ejercicio 64. a) f(x) = { 3sil1<x<3
2x—3 six>3
Derivamos la funcion:
1six<1
f'(x) = {0 si 1 < x < 3. Por tanto, la funcién no

_ U 2six>3 .
tiene ningln extremo; es creciente en el

intervalo (-0, 1] U (3, ) y constante en (1, 3].
—(x—1)?%six<0
b) f(x :{
)1 Vx  six>0
Derivamos la funcion:
{—Zx +2 six<0
fx)=4 _1 :
o~ six>0

Analizamos la funcidn por partes:

- (x) =-2x + 2 si x < 0; en este intervalo f’(x)
es siempre positiva, de modo que la funcion sera
creciente.

—f(x) = 1/2 x si x>0, para cualquier valor f’(x)
sera positiva y, por tanto, f(x) creciente.

La funcion es creciente y no presenta extremos

Prohibida su reproduccion
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Prohibida su reproduccion

Ejercicio 65. Los ingresos estan dados por la
funcion: 1(x) = (50 + x)(200 — 2x) y los gastos
por G(x) = (200 — 2x)40

Luego el beneficio se obtiene de restar gastos de
los ingresos, es decir:

B(x) = I(x) — G(X)

B(x) = (200 — 2x)(x + 10) = —2x* + 180x + 2000
Se halla el valor de x:

B’(x) = —4x + 180 — —4x=-180— x = 45,
punto maximo

Luego: B(45) = ¢ 6050, que equivale a $ 60,50
Ejercicio 67. x () =5t%+ 2t -2

a)v () =x(t)=10t+2 —>v(0)=2m/s

b) v (3) =32 ml/s

c)a(t) = v'(t) = 10 — a (0) = 10 m/s?

d) a (10) = 10 m/s°

Ejercicio 68. x: temperatura en °C, y

Q(X): produccion de frutillas en kg
Simplificando la expresion: Q(x) = (x + 1)%(32 -
X), se obtiene:

O+ 2x + 1)(32 = X) = 32x% =3+ 64x — 2x° +
32-x=

= x>+ 30x%+ 63x + 32

Para calcular la temperatura 6ptima, la funcion
debe tener un maximo y para ello calculamos la
derivada de la funcion, pues Q’(x) =0

Q’(x) = -3x*+ 60 x + 63

Q’(X) = x*— 20x - 21—>x*-20x - 21 =0 —
x=-21)(x+1)=0

X =21, maximo x=-1

a) La temperatura 6ptima a mantener en el
invernadero es de 21 °C.

b) Si x = 21, entonces se reemplaza en la
expresion Q(x) = (x + 1)%(32 - x)

Q(x) = (21 + 1)%(32 - 21) = 484 . 11 = 5324 kg
La produccion de frutilla que se obtendria es
5324 Kkg.

Ejercicio 69. EI numero de arboles que se
plantan es x. Por tanto, el nimero de frutos
seria:

f(x) = (24 + ) (600 — 15x) = —15x° + 240X + 14
400

Buscamos x para que f(x) sea maxima: f‘(x) = -
30x + 240

(x)=0—>-30x+240=0—->x=38

En x = 8 hay maximo. (Como f(x) corresponde a
una parébola con las ramas hacia abajo, en x = 8
esta el maximo absoluto).

Por tanto, se deben plantar 8 arboles. Asi, habra
un total de 24 + 8 = 32 &rboles, que produciran
15 360 frutos.

Ejercicio 70. ¢ = 100 000 + 15009 + 0,29

El costo promedio por unidad se calcula
dividiendo el costo total entre el nimero de
unidades producidas. C’(q) = —100 000q™2 + 0,2
Si f” se iguala a 0, obtenemos: g° = 500 000

g = 707,11 (unidades)

Por tanto, un minimo relativo ocurre para f
cuando q = 707,11. Este costo promedio minimo
por unidad es $ 1782,84

Ejercicio 71 a) 42 000 unidades
c) $8470 000
Ejercicio 72. La funcién que tenemos que

b) $ 552

minimizar es el rea del depésito: A=X" +4xy

Con la condicion de que el volumen V = x2y
sea de 4000 litros.

2, =
X“y=4000 = | _ 4000, por tanto,
XZ
4000 16000 Yy
A=XE + 4x— A=x*+ =—(funci6n a
minimizar)

A =x+ 1600x7Y;

3_
A= 2x-1.16000x *= 2x - =220 = =200
Si hacemos A"=0, 2x® —16000=0=
x® =8000 = X =20

para x = 20 la superficie es minima.

Six=20, y= % =10 luego la caja debe

2

tener 20 dm de lado y 10 dm de altura.

El tiempo en que la piedra alcanza su altura
méaxima es 4 sy el valor de esta altura es de 3
metros.

Ejercicio 74 La altura maxima que alcanza la
pelota es de 3600 metros, y la alcanza en 120 s.

Ejercicio 75. 5/3 dm
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Para finalizar...
£(0)—f(-1)

Ejercicio 1. TVM[-1,0]= Tl -1
TVM[2,5]= 212 _ 7
5-2)

Ejercicio 2 Sea m la pendiente de la recta

secante a la grafica de f(x) porx =0y x=2. La

pendiente coincide con TVM [0,2] de f(x) = 3x°

—2X +09.

m=TVM[0,2] =4

Ademas, la recta que buscamos pasa por (0,

f(0)) = (0, 9). Asi, la ecuacion de esta es:

y—9=4x&ey=4x+9

Ejercicio 3 Sabemos que x +y =50y que la

funcion que nos proporciona el valor del

material es V = x? + y?; por tanto, vamos a hacer

que la funcién dependa Gnicamente de la

variable x:

V(x) = 2x* — 100x + 507

Derivamos la funcion e igualamos la derivada a

0 para hallar su minimo:

V’'(x) =4x-100=0 —->x =25

Comprobamos que el valor obtenido es un

minimo: V’(0) <0 V’(50) >0

Una vez comprobado que el valor de x es un

minimo, sustituimos para obtener el valor de y:

y=50-x=50-25=25

Ejercicio 4 f(x) = x 2— 2x + 4

a) TVM 3f(x) =3 b) TVMif(x) =0

c)f(x)=2x-2 f(0)=-2 f(0)=4

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente seré:

y—-4=-2(x-0)—>y=-2x+4

d) La ecuacion de la recta normal: y = 0,5x + 4

e) f’(x) =2x -2 f’(x) =2 fn(x) = 0 para

cualquier n > 2.

f) La funcion f(x) crece en (1, +o0) y decrece en

(o0, 1).

) f’(1) =2>0 — x =1 esun minimo.

f(1) = 3 La funcidn tiene un minimo en (1,3).

Ejercicio 5

a)f(x)=2x+5;(x)=2>0Vx € |R.

Asi, f(x) creciente en |R, y por tanto, para x = 3,

57,9.

b) g(x) = x*~3x + 5; g’(x) = 2x — 3
9’(3)=2-3-3=6-3=3>0

Asi, g(x) es creciente en x = 3

g’(5)=2-5-3=10-3=7>0
Asi, g(x) es crecienteen x =5

9g(7)=2-7-3=14-3=11>0
Asi, g(x) es crecienteen x = 7

9’(9)=2-9-3=18-3=15>0
Asi, g(x) es crecienteen x =9

Asi, h(x) es decreciente en todo punto del
dominio y, por tanto,enx =3, 5,7y 9.

. .. 5
Ejercicio6  f(x) P
a) TVM[lyz]f(X) =-15/4 b) TVM[0,4]f(X) =3/4
¢) TVM;f(x) = -15 d) TVM,f(x) = -3,75

e) La recta tangente de f(x) en x = 0 vendra dada
por: f(x) =—=>

(3x-2)2

P0)==> f(0) = -5/2

5 -15 -15 5
yto= 60— y=—rx s
f) A partir de los valores obtenidos en el
apartado anterior, podemos definir que la
ecuacion de la recta normal de f(x) en x = 0 seré:
y +5/2 =4/15 (x — 0) — y = 4/15x —5/2
g) Para estudiar la continuidad de f(x) buscamos
los puntos en los que el denominador se anula:
X-2=0—->x=2/3
Por tanto, en el punto x = 2/3 la funcion f(x) no
es continua ni derivable.

h) f'(x) = (3;_02)3 i) Podemos observar que para

cualquier valor de x siempre f’(x) < 0; por tanto,
la funcion es decreciente para todo D (f).
Ejercicio? a) f(x) = x ® f(x) =0 — 6x=0
—x=0 f(0)=0

El punto de inflexion de f(x) es (0, 0).

b) f(x) = sen x + cos x

f(x) = —sen x —cos x = 0 — X ={§: _ gzi
c)f(x)=x-e”*
(x)=e’(x+2)=0—-x=-2

f(-2) = —2¢™*

El punto de inflexion de f(x) es (-2, —2e 7).
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- La maratdén

* Respuesta sugerida:

El objetivo del enlace propuesto es ver la aplica-
cién de las derivadas al cdlculo de la variacion
de la velocidad en cada instante de tiempo de
un corredor de maratdn en carrera, y asi saber
los cambios que se producen en su rendimien-
to.

* Respuesta sugerida:

Mediante estos ofros enlaces, los alumnos verdn
ofras aplicaciones de la derivada en el campo
de los deportes, relacionadas también en este
caso con la velocidad.

- Economia y derivadas

* En primer lugar, deferminamos la funcién cos-
te promedio (coste por unidad producida):

Funcién que derivamos para determinar el minimo:

Por tanto, el nivel de produccién con coste minimo
es de 39 unidades. Para este nivel de produccion,
el coste promedio c(x) es de 1749 euros y el coste
total C(x) de $ 677.46.

* Esta informacién es Ufil para que el empresario
sepa el nimero de unidades con el que se obtiene
un coste minimo, de modo que pueda optimizar
sus beneficios.
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Ejerciciol. El intervalo correspondiente a la
union A U B es (—o; +0)

Ejercicio2. El resultado de ¥4 .v73 .52 esla
opcion a) 78/25.v/7
Ejercicio 3. El resultado es:

Ejercicio 4. La representacion corresponde al
intervalo (-1, 2)

Ejercicio5. a)V5.3152=1353=5
b) 5 JXZ— EL = fxy?
c) (\/_) = 25\/_5 d)VVx5="Yx?
Ejercicio 6. a) V5 .352=V5 b) 3v5.2325
c) Ya3b.Vab*=ab3/a d) 3¥/2.4/8 = 6.4/5

*/x3y3 4-\/3

2+5

635 W
9 N
i) e
xy3

Ejercicio 7. a)V4a = %/a b) (| Vx2¥x®
c) nvn¥n

Ejercicio 8. a) = = oo 3

5

_4\/Z_ 3 _W
C)?—T—Z\/Z d)\/TE_T
€) \/_+\/— 2(\/:1\/—) —2(/2-V3)

_xx/__s
f)i/—_— —=Vx3

2-V3 1 3 _(2=v3)(1-V3)

E|erC|C|o PP AN + - -
V3 3(2+v_):(2 VDU V3 3(HE)

6 -1 -2 6 -1
—-51-26v3

6
Ejercicio 10. a) [-3; +x) b) [1/2; +0)

C) (—; 2] d) [-2; +)
Ejercicio 11. 1= g; A=5/12
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Ejercicio 14. a) (2x* — 4x° = 5x + 3): (x — 2)

Ejercicio 15. a) x < 2/13 b) x> 4 C) X

<0 d) No tiene solucion.
Ejercicio 17. a) (5, +o0) es solucion.

Los extremos de los intervalos son solucién,
pues la desigualdad no es estricta, luego: S =
(_OO’ _4] U [5! +Oo)

b) 9x* —6x+1<0

El punto x = 1/3 es solucion, puesto que la
desigualdad no es estricta, luego:

S={1/3}

)X +x+1<0

S=@,05=|R:0€|R—>0°+0+1</0= S=@

d)=2>(x-2(x+7) +17 S=(—2,—1)
Ejercicio 18. En la tercera prueba pudo haber
obtenido entre 8y 9.

Ejercicio 19. 2x*>1,28 — x> 0,8 m
Ejercicio 20. El nimero maximo de aprobados
es de 14 estudiantes.

Ejercicio 21. a) 21 <x> 30 km/h

b) 31<x>40 km/h  ¢) x>40 km/h

d) x>90 km/h

Ejercicio 22. log(v'8 + 3v7 + V8 + 3v7) +
log(+/8 + 3v7 ~ /8 + 3v7) = log(V/8 + 3v7 ) -

W8+3V7)=1
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bh
2

s _ .2 _
Ejercicio 23. Acyadrado= 8%, Atriéngulo—

2.a2
h>
b

Ejercicio 24. De la venta de refresco han
obtenido entre $ 450 y $ 525.
Ejercicio 25. x: longitud de un cateto, y 16

longitud del otro cateto
_16x

A=—==8x, luego 80 cm?< 8x < 96
cm’—> 10 < x < 12
El otro cateto puede medir entre 10y 12 cm.
Ejercicio 26. x: nimero de aprobados
35 — x: nimero de desaprobados
3X<2(35-x)c—>x<14
Ejercicio 27.

A
X+2 X(X+2)<35-x*+2x-35<0
(x+7)(x-5)<0—-x<5
La altura del rectdngulo puede ser 5 cm o
menos.
Ejercicio 28. a) V5x2 — /80 = 0
5x°= 80— X = +4
b) V5x2 = 2x —5x% = 4x?
x*=0—>x=0
¢) X 2v/2x + 2 = 0— aplicando la formula
cuadrética se obtiene x=v/2
Ejercicio 29. a) Redondeando a las milésimas
los valores, tenemos que:

A=(/3+5) (V4 —5)=2,288 1,328 =
3,038 cm?
b) Desarrollamos el producto de radicales y

redondeamos /5 a las milésimas:

A== (3 +V5) (V4 - V5)-
JGHVE)(E V=T + 5

V5 =2,236 067...~ 2,236 = A=+/7 + 2,236=

3,039 cm?
— Calculamos los errores absolutos para cada
caso:

€41 = |\/7 +5— 3,038| = 0,0010899...

£a2 = V7 + /5 — 3,039| = 0,000 089 9916

= €a1 > €a2

Por tanto, en el caso a) se comete un error
absoluto mas grande que en el caso b). Esto se
debe a que, al simplificarse en el célculo del

apartado b) 3v/5, se ha reducido el error global.
Ejercicio 30. Aplicamos el teorema del resto, y
que sabemos que R(x) =0
P@2)=2°-3-2°+a-2"-4=0—a=-1
Ejercicio 31. a) La produccion total es la suma
de los centros Ay B:

(—4t%+ 64t) + (-t 3+ 15t 2+ 2t) = -2 + 1162 +
66t

b)P(1)=-13+11-12+66-1=76
c)PQ)+P(2)+P(3)+P(4)=76+168 + 27
+ 376 =890

d) En la segunda, ya que P (2) > P (1)
Ejercicio 32

Ejercicio 33. a) f(x) =3 + 0,8x
c)V(t)=-98-t

b)
No es una funcién.
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Ejercicio 34 a) f(x) =— =

Buscamos el punto donde se an ulael
denominador: x-3=0—>x=3

Por tanto: D (f) = R — {3}

Debido a que el numerador nunca puede ser 0,
tampoco lo podra ser f(x). Por tanto:
R()=R- {0}

b) f(x) =vx —

El radicando S|empre no puede ser negativo. Por
lo tanto:

X—2>0—>x>2

D (f) = [2,+)

Debido a que es una raiz, f(x) solo puede tomar
como valores 0 o valores positivos, R (f) = [0,
+00).

Ejercicio 35. a) Cualquier recta vertical x = a
que consideremos corta a la grafica. Por tanto, el
dominio de la funcion es D (f) = |R.

Una recta horizontal y=b corta a la grafica si

b < 2. Por tanto, el recorrido de la funcion es

R (f) = (—o0, 2]

b) Una recta vertical x = a corta a la gréfica si
—2<ac<3

Por tanto, el dominio de la funcion es

D(9) = [-2, 3]

Una recta horizontal y = b corta a la gréfica si
—3 <b < 2. Por tanto, el recorrido de la funcién
esR(g) =[-3, 1].

c) Una recta vertical x = a corta a la gréfica si
a <0, o bien, si a> 2. Por tanto, el dominio de
la funcién es D(h) = (—o0, 0) _ [2, +o0).
Cualquier recta horizontal y = b que
consideremos corta a la grafica. Por tanto, el
recorrido de la funcién es R (h) = |R.

d) Cualquier recta vertical x = a que
consideremos corta a la grafica. Por tanto, el
dominio de la funcién es D (i) = |R.

Una recta horizontal y = b corta a la gréfica si
—2 <b < 2. Por tanto, el recorrido de la funcion
es R(i) =[-2, 2].

Ejercicio 36. a) f(x) = x> — 5x + 4

Al ser una funcion polinémica D (f) = R. El

vertice de la parabola se halla en xv =

b _s .
x = _ =~y corresponde a un minimo

absoluto, ya que a > 0. La funcién decrece en (—
0, 2,5) y crece en (2,5, +). La funcion corta
los ejes en (0, 4), (1, 0), (4, 0).

b) f(x) =v2x — 8

El radicando tiene que ser positivo o nulo: 2x —
8>0—-x>4

Por tanto, D (f) = [4,+0). El recorrido de una
raiz cuadrada simple es: R (f) = [0,+0).

La funcién no presenta extremos relativos ni
absolutos, y tiene puntos de corte en (4,0).

C) f(X) =—x +1

Debido a que es una funcion polindmica,
sabemos que D (f) = |R y R (f) = |R. La funcion
es decreciente en todo su dominio y no presenta
extremos absolutos ni relativos; corta los ejes en
los puntos (0, 1/2) y (1, 0).
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Ejercicio 37. Se dibuja un angulo cualquiera. Se
marcan divisiones iguales en cada uno de los dos
lados, numeradas empezando en ambos casos por
el vértice. Se unen los puntos cuyos valores suma
una constante, por ejemplo 11, (se puede hacer
con cualquier otro nimero).

Ejercicio 38
d) La funcion decrece en todo su dominio y no
presenta maximos ni minimos. Tiene un punto de
corte con el eje en (0, —2,5). No presenta
periodicidad ni simetria.
Ejercicio 40
a)f(2)=0 f(4)=1,41 g(2)=1,098 g(5) =
1,609

i b) Estudio de f(x): D(g) = [2, +=) R(g) = [0, +o0)
Asintotas: x = 0,y = 2; Creciente en todo su dominio y no presenta

extremos. Corta los ejes en (2, 0).

No tiene simetria ni periodicidad.

Estudio de g(x):

D (9) = (-1, +0) R(g) =R

Creciente en todo su dominio y no presenta
extremos. Corta los ejes en (0, 0). No tiene
simetria ni periodicidad.

d) Vx — 2= In (x + 1) - x = 5,51 — (5,51; 1,87)

Asintotas: x = 0, y = 4x; e) (fog)=/In(x+ 1) — 2
Ejercicio 41.
8) f(X) +9(x) =X’ =1+ 2x + 3=x"+ 2x + 2
b) f(x) + h(x) = x* + 2x
¢) () -g(x)=2x+ 1 - (2x+3) =x* -1
)M:ﬁ
g(x) 2x+3
) 9(x)-h() =4 )(9-g(x) = 2x°+ x*~2x -1
) g(X)-h(x) =(2x + 3)(2x + 1) = 4x*+ 8x + 3

@ _ 2x+3
)g(x) T x21
Asintotas: x =-2,y =0 Ejercicio 42. a) La funcion es creciente en todo

. Ejercicio 39. f(x) =—— su dominio. Los puntos de corte son (0, 0), (=, 0),
S 3x-2 . ; Avi i mini
; a) f(=2) = -0,625; f(1) = 5; f(2) = 1,25 (2m, 0); no_tlene maximos ni mInIBTOS. .
3 b) D (f) =R — {2/3} R (f) =R — {0} b) La funcién crece entre (—2z, —) U (—- 0) U
g c) (0,2) y decrece en (—37”, _2—”) U (2,+). Los puntos
8 de corte son (—2x, 0), (-=, 0), (0, 1) y (5, 0).
s Ejercicio 43. a) Dominio: [0, +0), Recorrido: y <

0
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Ejercicio 44. a) y = 90x + 1200

b)

c) dominio: |R; recorrido |R

Ejercicio 45. y=x°-4

Ejercicio 46. Dado que la parabola pasa por el
punto (0, 4), ¢ = 4. Luego formamos un sistema
de ecuaciones a partir de los otros pares de
puntos dados y de la forma general de la
ecuacion de segundo grado: y = ax’+ bx + ¢
Para(-1,1):1=a-b+4

Para (2;-2):-2=42+2b+4

De ahique:a=-2,b =1y c=4. Por tanto, la
ecuacion de parabola que contiene dichos
puntos es y = —2x>+ x + 4

EEEQQEAE.®y=3w-x+1vamm:§§
1 AN
X= Y (6’12
b)y = 6x*—2x + 9

L =53 (L. 33
X_g_>y_6 V(6’ 6)
c)y =—10x*-5x + 7

-1 61 \/(L. 53
X_T_)y_S V(6’ 6)
d)y =8x* +8x—11
x=——y=13V (7 13)

4x—x>2

Ejercicio 48. A =
Ejercicio 49. a) f(x) = 5x — 1, dominio: X € R
b) f(x) = x*- 5x? + 2, dominio: x € R

c) f(x) = % dominio: X e R, x#0

d) f(x) = % dominio: X € R, X #-5
e) f(x) = Vx + 3, dominio: x € R, x >-3
f) f(x) = *|*=, dominio: X € R, X # 2

Ejercicio 50

x2-15-2  x%-17
a) (g ° f)(X) :X2—15+5 = x2-20
2
b) (Fo )9 =(12) — 15 = e
2-17
¢) (hogef)(x) = /—;_20
-2
d) (hg)(x) = [
e) (fh)(x) = (Vx)* - 15 =x - 15
Vx2-15-2

DO e .
Ejercicio 52. La composicion de las funciones

f(x) = x3, g(x) = ¥/x, es conmutativa, porque:

Ejercicio 53. a) No existe.  b) -1 c)4
dy1 e) 0 f)2

Ejercicio 54. La funcion q(y) = \/(2y — 3), se
puede escribir como la composicion de las
funciones feg, siendo f(y) =/x y la funcion g(y)
=2y-3

Ejercicio 55. La funcion t(x) = x*+ 4x + 4 =(x +
2)? se puede escribir como la composicion de las
funciones feg, siendo f(x) =x*y la funcién g(x) =
X+2

Ejercicio 56. La funcion s(x) = x* + 3x + 2 como
(a) El producto de dos funciones: (x +2) . (x +
1)

(b) la suma de dos funciones: x* + (3x + 2)
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Ejercicio 57. f(x) = —2x + 5,

Puesto que f(-x) = 3x*+ 6 es una funcion
polindmica cuyo coeficiente del término de
mayor grado es 3>0.

c) f(x) = —3x°+ 5 es una funcién polinémica
cuyo coeficiente del término de mayor grado es
—3 < 0. Por tanto:

Ejercicio 58. a) f(x) = 4x* — 1 es una funcién
polindmica cuyo coeficiente del término de
mayor grado es 4 > 0.

Por tanto:

Puesto que f(—x) = 3x> + 5 es una funcion
polindmica cuyo coeficiente del término de
mayor grado es 3>0.

d) f(x) = =x*~x®+ 2x — 2 es una funcién
polindmica cuyo coeficiente del término de
mayor grado es —1 < 0. Por tanto:

Puesto que f(-x) = —4x*~1 es una funcién
polindmica cuyo coeficiente del término de
mayor grado es —4 < 0.

b) f(x) = 3x*+ 6 es una funcién polinémica cuyo
coeficiente del término de mayor grado es 3 > 0.
Por tanto:
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Puesto que f(—x) =—x*+ x> —2x—2 es una
funcidn polindmica cuyo coeficiente del término
de mayor grado es —1 < 0.

e) f(x) = 5 es una funcién polinémica de grado
cero. Por tanto:

Puesto que f(—x) = 5 es también una funcién
polinémica de grado cero.

f) f(x) = —3 es una funcion polinémica de grado
cero. Por tanto:

Puesto que f(—x) = —3 es también una funcion
polinémica de grado cero.

Ejercicio 59. f(x) = x°
TVM [0, h], parah =1
£(1)-f(0) _ 1-0

TVM [0, 1]= — - = 1

TVM [0, h], parah=0,1

TVM [0, O, 1]= f(0,1)—f(0) — 0,001-0 — 0’01
0,1-0 0,1

TVM [0, h], parah =0,01

TVM [0:0, 01]= £(0,01)—£(0) _ 0,000001-0 _
0,01-0 0,1

0,0001

Conforme h se hace cada vez mas pequefia la
tasa de variacion media tiende a 0.

Ejercicio 60

a) La imagen de cualquier nimero real, X, es
otro nimero real, excepto para aquellas x tales
quex+2=00x—-3=0,esdecir,x=-2yx=
3.

Asi pues, el dominio de la funcion es

D(f) =|R-{-2, 3}

b) La imagen de cualquier nimero real, X, es
otro numero real, X, excepto para aquellas x tales
que: x> —6x+5=0

Resolvemos la ecuacion anterior:

X —6X+5=0=>x=1;X=5

Asi pues, el dominio de la funcion es

D(9) =R — {1, 5}

c) La imagen de cualquier nimero real, x, es
otro nimero real para aquellas x pertenecientes
al conjunto solucién de la inecuacion x + 1> 0.
Resolvemos la inecuacion anterior:

x+1>0 X>-1

El conjunto solucién es, por tanto, S = [-1, +o).
Asi pues, el dominio de la funcion es

D(h) = [-1, +0)

d) La imagen de cualquier nimero real, X, €s
otro nimero real para aquellas x pertenecientes
al conjunto solucién de la inecuacion 2 — x* > 0.
Hallamos las soluciones de la ecuacién 2 — x* =
0 0, equivalentemente, x> — 2 = 0:
X2—2:0=>X1=— 2;Xz=\/i

Estas soluciones definen tres intervalos:

(-, ~V2), (VZ,V2) y (V2, +)

Tomamos un valor cualquiera de x en cada
intervalo y probamos si se verifica la
inecuacion:

Tenemos que X =2 y x =v/2 pertenecen al
conjunto solucién, ya que la inecuacion contiene
el signo >.

Por tanto, el conjunto solucidn es
CS=[-2, V2]

Asi pues, el dominio de la funcién es

D(i) = [-V2, V2]

e) La imagen de cualquier nimero real, X, es
otro namero real para aquellas x > 0.

Asi pues, el dominio de la funcion es

D(j) = (0, +0)

f) D(k) = |R = (=0, 0)
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Ejercicio 61. f(t) = 50 + 150 4/t Como la
velocidad media del movil en un intervalo
coincide con la TVM de f en dicho intervalo,
para responder buscaremos los valores:
TMV[2, 4] y TMV]7, 11].

Ejercicio 62
yin 8 N S
a) f’(x) = 72x b)f(x)—gx =3

, 5 _12 -5

C)f(X)——;x 7 —WE

d) F(x) = 12x° - 6x%+ 7

e) f(x) = cos x - &%; f(x) = (cos )’ - &* + cos X -
(€¥) = (-sen x) - &* + cos x (e ¥) = &*(cos X — sen
X)

f) f(x) = 4= Inx (X) =

= (@) . Inx + 4x3. (In x)’= 12x% In X + 4x% =

= x*(12In x + 4)

g) f(x) = (5x° = 3x?) - (7x°— 3x?) = 35x™2— 36x% +
ox* 7(x) = 420x** - 288x” + 36x°
_2x3+7x2-8x+9

h) f(x) =
£(x)

COosX

(2x% + 7x% - 8x + 9).cos x — (2x3 + 7x? — 8x + 9).(cos x)’

cosx
_ _(6x?+14x-8).cosx + (2x3 + 7x% - 8x + 9).sen x

cos? x

4xX *senx

h(x) =
¥ ( . - S ) ( ).( )
, 4x - senx).cosx — (4x.sen x).(cos x)’
h (x) = > =
cos? x
_(4.sen x+4x.cos x).cos x—(4x.sen x).(—sen x) _

cos? x

2

__4sen x.cos Xx+4x.cos?x+4xsen?x_

cos? x
_4(x+senx.cosx)

cos? x

Ejercicio 63. a) f(x) = (2x 2 — 4x + 3)*

f(x) es composicion de g(x) = x *y h(x) = 2x*-
4x + 3 pues:

) =g () =g (2x% - 4x + 3) = (2x*— 4x +
3)

Como g'(x) = 3x 2y h’(x) = 4x — 4, aplicando la
regla de la cadena:
(x) = 3(4x — 4)(2x 2 - 4x + 3)?
b) f(x) = In(cos x)
f(x) es composicion de g(x) = In x y h(x) = cos x
pues: f(x) = g(h(x)) = g(cos x) = In(cos Xx)
Como g'(x) :i y h'(x) = —sen x, aplicando la

 Fi(X) =— (—sen x) = —
regla de la cadena: f'(x) == (-sen x) = —tg x

c) f(x) =v3x%2 + 6x

f(x) es composicion de g(x) = vVx y h(x) = 3x* +
6x pues: f(x) = g(h(x)) = g (3x* + 6x) =

V3xZ + 6x Como g’(x) = % y h’(x) = 6x + 6,
aplicando la regla de la cadena:

d) f(X) - eX3 + 2X

f(x) es composicion de g(xg =e“y h(x) = x>+ 2x
pues: f(x) = g (h(x)) = g (X + 2x) = e+
Como g'(x) = €y h'(x) = 3x* + 2, aplicando la
regla de la cadena:

(x) = e 2 (2x + 2)

e) f(x) = Ve* f(x) es composicion de g(x) = Vx y
h(x) = e *pues: f(x) = g ((x)) = g (") = Ve~
Como g'(x) =$ y h’(x) = e x, aplicando la

2v/eX

regla de la cadena: f'(x) =
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f) f(x) = sen (cos x)

f(x) es composicion de g(x) = sen x y h(x) = cos
X pues:

f(x) = g (h(x)) = g (cos x) = sen(cos X)

Como g’(x) = cos x y h’(x) = —sen x, aplicando
la regla de la cadena: f’(x) = —sen Xx-c0s(cos X)
g) f(x) = cos(In x)

—sen(Iln x)

f(x) = "
h) f(x) = %f(x) = es composicion de

h(x) =% pues:

x+1

() = g (1(x) = g(==)= [ Como g'(x) =

1 T S :
=Y h'(x) == aplicando la regla de la cadena:
f(x) =

X

-1

ZJJCXE x?

Ejercicio 64. a) f(x) = (2x* —3x* —7x + 3)°

f(x) = (h 0 g) (x) donde

h(x) =x®y g(x) = 2x* = 3x* — 7x + 3

Asi, h’(x) = 3x%y g’(x) = 8x% — 6x — 7

Por tanto, f'(x) = h’(g(x)) - g’ (x) = 3(2x* - 3x*
~7x +3)*- (8x3 -6 x-7)

b) f(x) = sen(x* + 5); f(x) = h 0 g(x) donde h(x) =
sen x y g(x) = (x* + 5).

Asi, (x) = h’(g(X)). g’ (x) = [cos (X* + 5)] .2x
c)f(x) =In(senx) =h o g(x) donde h=Inxy
g(x) = sen x.

09 =" (@00). 00 = o5 - cos x=
cot gx

d) f(x) = cos * (x* + 2 x?) = f; 0 f 0 £3(x) donde
fa(x) = x> + 2 X2, f2(x) = cos x y f1(x) = x4

Asi, F(X) = 1 (F, 0 (X)) - (]2 0 )’ (X) =

= [2 cos (0 + 2x3)]-[-sen (x* + 2x9)] - [3x? + 4x]
= =23 x* + 4 x) cos(x* + 2 x?) sen(x* + 2x?)

Ejercicio 65
a)f(x) =2x+5;

COosXx

sen x

ffx)=2>0VXx€E|R.

Asi, f(x) creciente en |R, y por tanto, para x = 3,
57,09.
b) g(x) = x*—3x +5; g’(x) = 2x — 3
9’(38)=2-3-3=6-3=3>0
Asi, g(x) es creciente en x = 3
g’(5)=2-5-3=10-3=7>0
Asi, g(x) es crecienteen x =5
9g'(7)=2-7-3=14-3=11>0
Asi, g(x) es crecienteenx =7
9’(99=2-9-3=18-3=15>0
Asi, g(x) es crecienteenx =9

Asi, h(x) es decreciente en todo punto del
dominio y, por tanto, enx =3,5,7y 9.

Ejercicio 66

En el intervalo [10, 20] ha disminuido méas
rapidamente el nmero de enfermos, pues es
donde hay menor tasa de variacion media.

f(x) = X2 — 2x—F(x) = 2x-2 — (1) = -4
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Ejercicio 68. Calcula la derivada de las
siguientes funciones en los puntos de abscisa
indicados:

a.f(x)=3x—5,enx=4

b.h(x) =x*+5x—3,enx=3

Ejercicio 69. La pendiente de la recta tangente
en estos puntos ha de ser la misma que la del eje
de abscisas, es decir, 0. Asi, debemos buscar los
puntos (x, f(x)) y f’(x) = 0.
f(x)=3x*-12=0=3x-12=>x*=12/3=4
> X=x2

Calculemos f(2) y f(-2):
f(2)=2°-12-2=8-24=-16; f(-2) = (-2)* -
12-(-2)=-8+24=16

Luego los puntos buscados son (2, —16) y (-2,
16).

— Estudio del crecimiento de f(x).

« Buscamos los ceros de f(x): f'(x) = 3x*— 12 =
Oex=+2

* Intervalos de crecimiento y decrecimiento: f(x)
es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

Ejercicio 70. Para que sea horizontal la
pendiente debe ser nula; es decir, f’(x) = 0; por
tanto, f(X) = 3x° — 8x + 4 = 0 —X; = 2/3; Xo = 2

Por tanto, calculamos el valor de f(x) en esos
puntos:

f(2) = —10; f(2/3) = -238/27

Los puntos son (2/3; —238/27) y (2; -10)
Ejercicio 71

a) f(x) = x> + 2x + 10, en x = —2:
F(X)=3x°+2=>f(-2)=3(-2)°+2=3-4+2
=14

f(-2)=-8-4+10=-12+10=-2
Asi, la recta tangente tiene por ecuacion
y+2=14(x+2)ey=14x+28-2<y=14
X + 26

b) f(x) =e,enx =0:
£ = e

£(0) =1 = r)=1

La ecuacion de la recta tangente af(x) en x =0
essy—1=1x—-0)eoy=x+1

c) Busquemos primero el punto en que la grafica
de f(x) corta al eje de abscisas:

La ecuacion de la recta tangente a f(x) = In x en
x=lessy-0=1.(x-1)ey=x-1
Ejercicio 72

La ecuacion de la recta buscada es:

1 1
y-;=5;&-1
Veamos en qué punto la tangente es paralela al
eje de abscisas. Para ello buscaremos (x, f(x)) y

(x) = 0.

Asi, el punto buscado es (0, f(0)) = (0, 0).
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Ejercicio 73. a) f(x) = sen x

f(x) es composicion de g(x) = vx y h(x) = sen x
pues:

f(x) = g(h(x)) =g(sen x) =v/sen x

Como g'(x) =$ y h'(x) =cos x, aplicando la
COsX

2+y/sen x

regla de la cadena: f’(x) =

b) f(x) = In(cos V)

f(x) es composicion de g(x) = Inxy h(x) =

cosvx, y a su vez h(x) es composicion de i(x) =

cos X Y j(X) -\/_

Comog'(x) ==, i’(X) =senxy j'(X) =—=
aplicando la regla de la cadena:

2\/—

¢) f(x) =a®*

f(x) es composicion de g(x) = a*y h(x) = tg x

Como g’(x) =1In(a) -axyh’(x) = 0;
Ina.at€X

aplicando la regla de la cadena: f’(x) =
d) f(x) = cos(x?)
f(x) es composicion de g(x) = cos X y h(x) = X%

f(x) = g(h(x)) = g(x*) = cos(x’)
Como g’(x) =—-sen x y h’(x) = 2x, aplicando la
regla de la cadena: f'(x) = —2x sen(x?)

&) f(x) =In (Se“ ")
f(x) es composicion de g(x) = Inx y h(x) =
pues:

c0s2x

senx

f) f(x) = sen (In x)

f(x) es composicion de g(x) =sen x y h(x) = In X,

pues:
f(x) = g(h(x)) = g(In x) = sen(In x)

Como g'(x) = cos x y h'(x) = 1/x, aplicando la
regla de la cadena:

£(x ( ) cos (ln X)

Ejercicio 74
a) f(x) = (2x* = 4x* + 3)°
f'(x) = 5(8x% - 8x)(2x* - 4x* + 3)*
— o _—sen(senx) - cos x
b) f(x) = In(cos(sen x)); f'(x) B ve—
- 2 N ey — -2
¢) f(x) = In(arc cos” x);,— f'(x) ——

d)f( )_Zx -x2+1

cosx~2 +senx

e) f(x) =

0109 =2

g) f(X) — eCOS(3X)
f'(x) = =3 sen(3x) - e ©

h) f(x) = /tg x
f'(x) = 1/(2 cos? X \/tg x)
i) f(x) = tg V2x

j) f(x) = sen (cosi)

) 0 =22 —

) f(x) =V 71+%*; —
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Prohibida su reproduccion

Ejercicio 75. a. f(x) = 4x*+ 2x* — 3x —80—
f(x) = 12x* + 4x - 3

b.f(x)=¢* —  f(x)=¢"
c.fX)=Inx — f(x) = 1/x

d. f(x) =sen x — f’(x) = cos X
e.f(x) =cosx — f’(x) = —sen x

Li=— -

g.f(x) = c_os (2x)
h. f(x) = 3x* + 70x

i. f(x) = /(2x3)

j. f(x) = 40%° + 2x°

— f7(X) = -2 sen2x
—f(x) = 12x*+ 70
—P(x) == V2x

— f'(x) = 120x° + 4x

Ejercicio 76
a)f(x)=x*+2x2+x+1
f(x) =3x % +4x +1
La funcidn f(x) es creciente en (—oo, —1) U (=1/3,
+o0) y decreciente en (-1, —1/3), y presenta un
maximo en x = -1y un minimo en x = -1/3.
b) f(x) = sen x (2x), x € [0, «]
f’(x) = 2cos (2x) —» ’'(x) =0 —
La funcion f(x) es creciente en (0, n/4) U (3n/4,
n) y decreciente en (n/4, 3n/4), y presenta un
maximo en x= n/4 y un minimo en x = 3x/4.
o) f=e’l Pr)=2x-e’ 1
La funcidn f(x) es creciente en (0,+x) y
decreciente en (—o0, 0), y presenta un minimo en
x=0.
d  f)=(x-2)°
(x) = 3(x - 2)°
f’(x) > 0 para cualquier valor de x; por tanto, la
funcion es creciente en todo D (f). A pesar de
que la derivada de f(x) vale 0 para x = 2, no
presenta ningn maximo ni minimo en este
punto, sino un punto de inflexion.
e)  f(x)=05x%+2 f(x) = X
La funcidn f(x) es creciente en (0, +o) y
decreciente en (—o0, 0), y presenta un minimo en
x=0.

— 2 1oy —_ 2
f) f(x) =In(x “ + 1) () =5

La funcidn f(x) es creciente en (0,+x) y
decreciente en (—,0), y presenta un minimo en
x=0.
Ejercicio 77. a) f(x) :5 enx=1
F(x) = % f(1) = 2 f(1) = -2
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
ldef(x)es:y—2=-2(x-1) >y=-2x+4
b)  fx)=x?-2x+3enx=3
ff(x)=2x-2 f(3)=6 f(3)=4
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
3def(x)es:y—-6=4(x+1) ->y=4x+10
)  f(x)=x*-2x+3enx=-1
f'(x) =2x -2 f(-1) =2 f(-1)=-4
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en
x=-ldef(x)es:y—2=-4(x+1) >y=-4x-2
d) fx)=Inxenx=1

fx)=1x f(1)=0 f(1)=1
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en x =
ldef(x)es:y-0=1(x-1) -y=x-1
e) f(x)=cosxenx=mn
f'(x)=-senxf(m) =—1f" () =0
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en
x=ndef(x)es:y+1=0—-oy=-1
Ejercicio 78. Primero hacemos un dibujo de la
situacion que se nos plantea:

Luego nombramos las variables que intervienen

en el problema de la siguiente forma:

V: volumen (en cm®) de agua en el tanque en el

instante t (seg).

x: radio (en cm) de la seccidn del cono al nivel
del liquido.

y: altura del agua (en cm) .

El volumen del agua en el instante t viene dado

X2y

por: V= .
a) cuando el nivel del agua se encuentraa 4 m
de altura la velocidad con la que crece es

! cm/se
200TT g
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Ejercicio 79. Un fabricante de boligrafos sabe
que el coste de produccién de x boligrafos en
una semana es de C(x) = 180 + 10x + x2. Si
vende cada boligrafo a 100 centavos:

a. B(x) = 100x — 180 — 10x — x2 = —x*+ 90x —
180
b. x=

0 — 45,  y=1845
2(-1)

Debe vender 45 boligrafos para obtener el
maximo beneficio, que se $ 18,45

Ejercicio 80. r (t) = 300t (1 — t) = 300t — 300t*
a) Calculamos r’(t) = 300 — 600t e igualamos a
cero: 300 -600t=0=>t=1/2

Analizamos los signos en los intervalos (0; 1/2)
y (1/2; 1), de donde concluimos que el
rendimiento es creciente en el intervalo (0; 1/2)
y decreciente de (1/2; 1).
b)300t (1 -t)=0t=0t=1

El rendimiento es nulo al empezar el examen, es
decir, cuando r (t) = 0, y al acabar el examen (t =
1).

c¢) Ent = 1/2 hay un punto critico. Ent=1/2 se
tiene el maximo rendimiento y es: r(1/2) = 300 .
1 1

S(1-3)=75

Ejercicio 81. a. f(x) = 4x* — 2x + 12 es continua
VX € |R, pues es polindmica.

8 . ,
b. f(x) = — €s continua alli donde no se anula
el denominador, es decir, Vx € R — {2}.

2

c.g(x) = i’% es continua alli donde no se anula
el denominador, es decir, Vx € R — {2}.
d. g(x) =vx — 1, es continua vVx € |R
e. h(x) =vx — 3, es continua vx € IR
f. h(x) = |3 — 5x9, es continua

3_
g. h(t) = % es continua Vx € |R, pues es
polinémica, porque (t2—8) = (t— 2)(t* + 4t +
4),y esta se simplifica con el binomio del
denominador, quedando una funcién cuadratica.

h.h(t) = %, es continua Vx € |R, porque es
una recta.

Buscamos x para que f(x) sea maxima: f'(x) = -
30x+240 f(x)=0—>-30x+240=0—Xx
=8

En x = 8 hay mé&ximo. (Como f(x) corresponde a
una parabola con las ramas hacia abajo, en x = 8
esta el maximo absoluto).

Ejercicio 82. f(x) = 2x* = 3x + 1
y-f(a) =f'(a) (x - a)
Si la recta tangente de f(x) tiene que ser paralela

alarecta2x +3y—-1= 0.—>y:2X3_1, la

condicion para que sean paralelas es que tengan
la misma pendiente; por tanto, se debe cumplir

que: f’(x) = §—>

Asi pues, buscamos la ecuacion de la recta

—% y=3 12
tangente de f(x) enX =l -y = X——

Ejercicio 83.y = g en el punto de corte con el

eje de las abscisas (2,0)

La ecuacion de la recta tangente viene dada por:
y-f(a) =f'(a) (x-a)

Calculamos la derivada de la funcion:

7 — 3 7 — -
f(x)—m (2 =13 f(2)=0
La ecuacion de la recta tangente sera:
y-0=3(x-2) —y="7
Ejercicio 84. f(x) = 2%+ 9x* + 12x + 1
() = 6x° + 18X + 12 — f'(x) = 0—x=

X, = —2
{xz =-1
La funcién f(x) es creciente de (-0, =2) U (-1,
+0) y decrece de (-2, -1).

La funcidn pasa de crecer a decrecer en X = -2
Yy, por tanto, es un maximo, y de decrecer a
crecer en x= -1, que es un minimo.

Ejercicio 85. f(x) = 4x®- 2x + 1 que son
paralelasay = 10x + 2.

Ejercicio 86. Crece:(—o; 0) U (2; +o0), decrece
(0; 2). Punto maximo (0, 4) y punto minimo (2,
0)

Ejercicio 87. (21,5324)

Ejercicio 88. El numero de arboles que se
plantan es x. Por tanto, el numero de frutos
seria:

f(x) = (24 + x) (600 — 15x) = —15x° + 240x + 14
400

Por tanto, se deben plantar 8 arboles. Asi, habra
un total de 24 + 8 = 32 arboles, que produciran
15 360 frutos.
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Un alto en el camino...
1. La gréafica que corresponde a una funcion es

lac.
2. ¢) La funcion f presenta un maximo absoluto
enx=4.

3. La combinacidn (g o f)(x) de las funciones i
f(x) =senx + 1y g(x) = Vx + 3 es: i
a)Vsenx + 4 :

4. La tasa de variacion media de la funcion f(x) i
= 4x>—2x + 18 en el intervalo [1, 4] es: b) 18 i

5. La tasa de variacién media de la funcién f(x) i
=2x*—5enelintervalo [1, 2] es a) 30 i

6. La monotonia de la funcion x 2 —3x + 2 es: b. ;
crece (1,5, + 0); decrece (— o, 1,5) 5

7. Laderivada de la funcion f(x) = x* — 4x + 1 :
es: ¢) 4x3 — 4

______________________________________________________

c) Representacion

9. Una parabola corta al eje de abscisas en x = 3
yenx =9,y al eje de ordenadas en y = 10.
a) Calcula la ecuacion de dicha parabola.

fg 10.a)f(x) =vx — 2 y g(X) =x>+4x+5

3 a)f(2=v2—-2=0y g(2)=2>+42

8 +5=17 d) Calcula (g o f) =[(vx —2)*+ 4Vx =2+ 5 =x
2 f4)=vVa—2 =2 yg@)=4+44 +3+4Vx -2

3 +5=37 11. Al tratarse de funciones polindmicas

s b) f(x): D(f) =[2,+00)— R, R (f) =[0, +). podemos reducir el estudio a los puntos x =1y
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x = 3. Comprobamos si la funcién f(x) es
continuaenx=1yenx=3.

Al coincidir los valores la funcion es continua
enx=1.

Al no coincidir los valores la funcién no es continua en x = 3, como la funcion no es continua tampoco
seré derivable en x = 3.
Derivamos la funcion:

Veamos cémo se comporta la derivada en el entorno de x = 1:

f(1-)=lim,,,_-2=2 f(1+) = lim,_,,4 2x = 2
Coinciden y, por tanto, la funcion es derivable en x = 1.
12.

13. a) La funcion presenta una discontinuidad de salto finito en el kilometro 300.
b) No tendria sentido, ya que no seria l6gico tener un precio infinito.

1

4,

15. a) Veamos cual es el comportamiento de la funcién en cada intervalo:
—Entre las 0y las 1,5 h, el volumen de gasolina disminuye desde 15 hasta 5 I.
—Entre las 1,5y las 1,6 h, el volumen de gasolina aumenta desde 5 hasta 30 1.
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I RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO EN EL AULA -

Vectore
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UNIDAD 4

Eje

temdtico

1.1. Vectores fijos (142)
1.2. Vectores equipolentes (143)
1.3. Vectores libres (144)
1.4. Operaciones con vectores (145-146)
1.5. Base de V2 (147)
Vectores 1.6. Dependencia de vectores (148)
i 1.7. Componentes de un vector en una base (149)
1.8. Componentes de un vector determinado por dos puntos (150)
1.9. Operaciones con vectores expresados por sus componentes (151-154)
1.10. Angulo entre dos vectores (155)
1.11. Vector unitario (156)

1.12. Coordenadas de un punto en el plano (157)
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Niveles y subniveles educativos

ELEMENTOS DEL CURR—‘CULO &= Bachillerato general unificado

Criterio de evaluacién

* Emplea vectores geométricos en el plano y operaciones en R2, con aplicaciones en fisica y en la
ecuacioén de la recta; utiliza métodos graficos, analiticos y fecnoldgicos.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* 1.2. Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mundial, reflexiona-
mos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para resolver problemas en forma colabora-
tiva e interdependiente aprovechando todos los recursos e informaciéon posibles.

* 1.3. Sabemos comunicarmos de manera clara en nuestra lengua y en ofras, utilizamos varios lenguajes
como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con responsabilidad nuestros discursos.

Destrezas con criterios de desempeno

Algebra y funciones

e Graficar vectores en el plano (coordenadas) identificando sus caracteristicas: direccidn, sentido y
longitud o norma.

e Calcular la longitud o norma (aplicando el teorema de Pitdigoras) para establecer la igualdad entre
dos vectores.

e Sumar, restar vectores y multiplicar un escalar por un vector de forma geométrica y de forma analiti-
ca, aplicando propiedades de los nimeros reales y de los vectores en el plano.

e Resolver y plantear problemas de aplicaciones geométricas y fisicas (posicién, velocidad, acelera-
cién, fuerza, entre otras) de los vectores en el plano, e interpretar y juzgar la validez de las soluciones
obtenidas dentro del contexto del problema.

* Realizar las operaciones de adicidn entre elementos de R2 y de producto por un nimero escalar de
manera geométrica y analitica aplicando propiedades de los ndmeros reales.

e Reconocer los vectores como elementos geométricos de R2,

e Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar la distancia
entre dos punfos Ay B en R2 como la norma del vector (AB) .

* Reconocer que dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es cero, y aplicar el feo-
rema de Pitdgoras para resolver y plantear aplicaciones geométricas con operaciones y elementos
de R2, apoydndose en el uso de las TIC (soffware como Geogebra, calculadora grafica, applets en
Internet).

Indicadores para la evaluacién del criterio

e Grafica vectores en el plano; halla su mddulo y realiza operaciones de suma, resta y producto por un
escalar; resuelve problemas aplicados a la Geometria y a la Fisica. (1.2.)

e Redliza operaciones en el espacio vectorial R2; calcula la distancia entre dos puntos, el mddulo y la
direccién de un vector; reconoce cudndo dos vectores son orfogonales; y aplica este conocimiento
en problemas fisicos, apoyado en las TIC. (1.3.)
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Objetivos del drea por subnivel

* O.M.5.4. Valorar el empleo de las TIC para realizar cdlculos y resolver, de manera razonada vy critica,
problemas de la realidad nacional, argumentando la pertinencia de los métodos utilizados y juzgando
la validez de los resultados.

Objetivo integrador del drea por subnivel

¢ 0Ol54. Reflexionar sobre los procesos de transformacidn social, los modelos econdmicos, la influencia
de la diversidad de pensamiento, los aportes tecnolégicos, econdmicos y cientificos de diferentes

culturas,

y su impacto en el desarrollo de un plan de vida basado en El respeto a la diversidad.

e OL15.9. Asumir su responsabilidad en la construccién de una sociedad equitativa a partir del recono-

cimiento

de la igualdad natural de los seres humanos, del enfoque de derechos y de los mecanismos

de participacién democrdtica.

Eje temdtico

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Destrezas con criterio de desempeno

Graficar vectores en el plano (coordenadas) identificando sus caracteristicas: direccion, sen-

 tido y longitud o norma.

: Sumar, restar vectores y multiplicar un escalar por un vector de forma geométrica y de forma
: analitica, aplicando propiedades de los nimeros reales y de los vectores en el plano. :

Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar la

Calcular la longitud o norma (aplicando el teorema de Pitadgoras) para establecer la igualdad '
entre dos vectores. :

: distancia entre dos puntos A y B en R2 como la norma del vector (AB) .

Reconocer que dos vectores son orfogonales cuando su producto escalar es cero, y aplicar :
i el teorema de Pitdgoras para resolver y plantear aplicaciones geométricas con operaciones
iy elementos de R2, apoydndose en el uso de las TIC (software como Geogebra, calculadora

grdfica, applets en Internet).

: Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos

puntos, el dngulo entre dos vectores y la proyeccidén ortogonal de un vector sobre ofro, para
resolver problemas geométricos, reales o hipotéticos, en R2.

i Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos :
i puntos, el dngulo entre dos vectores y la proyeccion ortogonal de un vector sobre otro, para :
i resolver problemas geomeétricos, reales o hipotéticos, en R2. E

Realizar las operaciones de adicién entfre elementos de R2 y de producto por un ndmero esca-
: lar de manera geométrica y analitica aplicando propiedades de los nimeros reales. :

i Resolver y planfear problemas de aplicaciones geométricas y fisicas (posicion, velocidad, :
i aceleracion, fuerza, entre otras) de los vectores en el plano, e inferpretar y juzgar la validez de :
i las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema. :

i Calcular la distancia de un punfo P a una recta (como la longitud del vector formado por el
i punto Py la proyeccién perpendicular del punto en la recta P’, utilizando la condicién de
- orfogonalidad del vector direccién de la recta y el vector) en la resolucién de problemas (dis- :
tancia entre dos rectas paralelas). :

!
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Vectores en R3 o Vectores
tridimensionales

Existen otras magnitudes que necesitan,
ademds del valor numérico asignado, una
direccién y un sentido para quedar perfec-
tfamente deferminadas. Si queremos saber la
posicion de un estudiante en el interior de
una clase respecto de la puerta, no nos bas-
taria con medir la distancia que existe entre
el estudiante y la puerta, sino que ademds
habria que especificar la direccién. La po-
sicion de un objeto respecto de otro es una
magnitud vectorial, también lo son la veloci-
dad, la aceleracién, etc.

Un vector libre, geométricamente puede ser
caracterizado por un segmento orientado
en el espacio, el cual contiene:

Un origen, a considerar cuando interese co-
nocer el punto de aplicacién del vector.

Una direcciéon o linea de accién, que coin-
cide con la de la recta que la contiene o
cualquier otra recta paralela.

Un senfido, que viene deferminado por la
punta de hecha localizada en el extremo
del vector.

La resolucién de problemas en tres dimen-
siones se simplifica si los vectores se repre-
sentan en forma vectorial cartesiana; por lo
tanto, utilizaremos estas expresiones.

Un vector puede tener uno, dos o fres com-
ponentes rectangulares a lo largo de los ejes
coordenados X, vy, z, dependiendo de la for-
ma como el vector se encuentre orientado
en relacién con sus ejes. Considerando un
vector en el primer octante (que tiene las
fres componentes positivas) como muestra
la figura, se podrdn representar las compo-
nentes,

AMPLIACION DE CONTENIDOS
== B e

Silas coordenadas de Ay B son: A(x1, y1, z1)
y B(x2, y2, z2), las coordenadas o compo-
nentes del vector (AB) son las coordenadas
del extremo menos las coordenadas del ori-
gen:( AB) = (x2x1, y2-y1, z2-z1).

Modulo de un vector

El médulo de un vector es la longitud del
segmento orientado que lo define.

El médulo de un vector es un ndmero siem-
pre positivo y solamente el vector nulo tiene
modulo cero.

Cdlculo del médulo conociendo sus com-
ponentes

Si‘u = (ul, u, u3), entonces:

= ’ui +u§ +u§
Cdlculo del médulo conociendo las coorde-
nadas de los puntos

A(Xl’yl’zl) B(Xz'yz’zz)

f= (s, ) (.. ) + (2.

U




Los vectores y la animacién audiovisual | o s
Una de las aplicaciones de los vectores es la creacion

de animaciones de grdficos vectoriales. A partir de
programas informdticos, el usuario crea y edita image-
nes con la computadora.

El enlace http://links.edebe.com/i3sz9c te facilitard
informacidn sobre los graficos vectoriales y el tipo de
imdgenes que produce. Qué diferencia existe respec-
to alas imdagenes creadas a partir de mapas de bifs?

Vectores y navegacion aérea

Habitualmente, el piloto navega usando los instrumen-
tos de vuelo, mecanismos que permiten una fravesia
en condiciones seguras sin que sea necesario el con-
tacto visual con el terreno. En dreas con cobertura de
radar, el controlador aéreo puede recibir diferentes
rumbos y altitudes representadas en forma de vector,
Ademds, con el sistema automdtico ILS (Instrumental
Landing System), un avidén es guiado con precisidon

| T
durante la aproximacién a la pista de aterrizaje y, en
algunos casos, a lo largo de esta. Para llevar a cabo
estas pruebas de navegacion aéreq, se utilizan simulo-
dores de vuelo doméstico.
Einstein y la teoria de la relatividad

—_—
X

«Los problemas de espacio y fiempo se piensan du-
rante la infancia; yo lo hice cuando ya habia crecidon. z

Esta frase pertenece al cientifico alemdan Albert Eins-
tein (1879 - 1955), quien, enfre 1905 y 1915, publico sus
teorias de la relatividad sobre la localizaciéon de los su-
cesos fisicos. En estos escritos, habld por primera vez
del fiempo como una cuarta dimension indispensable
para ubicar un objeto en el espacio en un momento
defterminado.

Segun Einstein: «la cuarta dimensién es la dimension
fisica en que el tiempo es anadido a la tercera dimen-
sion del espacion.

La cuarta dimensién, por lo tanto, es la direccidn en el
espacio con angulo recto a las fres direcciones obser-
vables.

Prohibida su reproduccién
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1. Observa la figura siguiente , que muestra al hexd-
gono ABCDEF, y responde verdadero o falso , se-
gun correspondai

7. Calcula el valor de k para que los vectores
u= (—Lk) yv= (12 +k.k) sean perpendiculares.

a. Halla un vector v de médulo 2 sabiendo que for-
ma un dngulo de 60° con el vector :(1’\/5)

Recurso para la evaluacion

9. Dados los vectores u= (3,—4) , v= (5,1()

halla el valor de k para que:
a. u,v sean perpendiculares.

b.u,v sean paralelos.

- =

c.u,v formen un angulo de 180°.

10. Si u=(—2,5),v(1,—4) son las coordenadas de
dos vectores respecto de una base, halla las
coordenadas respecto de la misma base de:

o a. 2u-v bu—ty
FR =BN = NC 12

AB v BC c. 3u—v d—=u+2v
A3y BC 3
BM = DE

11. Dados los vectores ;(3,—2),5(—1.2)}’;(0;—5) .

12. Calcula k para que el producto u-v seaigual a

Sijul= 3y (fm?) : (ﬁ—§)=-11,ha11a|§|.

20 bW20 o2  dn2
. Indica si el resultado de las siguientes operacio-
nes es un nimero o un vector:

a.2a-b b.(;-B)E

0 en los siguientes casos:
a. u(6k), u(-13)

b.f{é,-z], v(k, 3)

c.u(-3-2), v(5.k)

13. Tenemos los siguientes puntos en el plano enu-
merados de modo consecutivo A = (0, 0), B = (-
2,2), C, D= (2 2). Calcula, sin representarlas, las
coordenadas del punto C para que represente
un cuadrado.

c. (35—25)-5 d.(5+6)-(5—5)
4. Las componentes de.los, vecfores u y v en una
base orfonormal son u= 1,23:y V= 7+k,kf

Halla el valor de k sabiendo que los vectores
3u—vy2u+y Sonorfogonales.

5. Halla un vector de mddulo 2.de la mjsma direc-
cién y sentido contrario que v = —32)

6. Los vectores [;B} y [ﬁ} verifican
(6] =2

a. Halla el valor de r en la siguiente igualdad.
(7 =r] ap]

b. Halla las coordenadas del punto P
siA=(-14)yB=(-738).

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
— - 1 L
2 BM =2DE | calcula my n de modo que: ¢=ma+nb
1 - =
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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14. Seana y b dos vectores no nulos. Indica qué
dngulo forman en los siguientes casos:
a.d.b=|d||b|

.b=0

. b=—1d] b

.b=05d||b

Qu

QL Qu Qu

b
c.
d

15. Halla el valor de la componente x para que el
vector (5, X) sea perpendicular al vector (-9, 15).

16. Queremos dividir en ftres partes iguales el
segmento que une los punfos A y B cuyas
coordenadas son A = (- 4, 7) y B = (11, 13).
¢(Cudles son las coordenadas de los puntos en
que queda dividido el vector?

17. Las coordenadas de dos vértices consecutivos de
un paralelogramo son A = (1, - 2) y B = (6, 1). El
centro del paralelogramo es M = (0, 2). Calcula
las coordenadas de los otros dos puntos.

18. Dado el vector w =(x, 12):
a.Halla el valor de x para que w sea orfogonal al
vector u=(—4, —-3)
b. Halla el médulo de ambos vectores.

c. Transforma el vector W en un vector unitario
con la misma direccidén y el mismo sentido.

19.Halla las coordenadas de cierfo vector X,

sabiendo que forma un dngulo de 60° con a (2, 4)
y que los mdédulos de ambos son iguales.

20.Sean los vectores u= (3, —4) vy el vector v = (-5,12),
calcula:
a. El producto escalar de ambos vectores.
b. El médulo de cada vector.
c. El dngulo que forman ambos vectores.

: 21. Un auto vigje 20 km. hacia el norte, y a partir de

alli 35 km. a 60° en direccidn noroeste. Encuentra

el médulo y la direccidn del vector
desplazamiento total.

22,

23.

24,

25.

Sean dy b los vectores
que definen los lados
de un rombo,
parfiendo de uno de
sus vértices (cada
vector determina un
par de lados paralelos):

a. Expresa las
diagonales del rombo

enfuncidnde ay b.

b. Demuestra
vectorialmente que las diagonales del rombo
son perpendiculares.

Un jugador de billar quiere lanzar la bola

blanca situada en el punto A = (- 18, 12) para
que golpee directamente a la bola roja, situada

en el punto B = (12, 20). ¢(Cudl es el dngulo con
el que debe situar el taco para conseguirlo?
(Considera gque el origen de coordenadas se
encuentra en el centro de la mesa).

Un avidén vuela 200 km rumbo al oeste desde la
ciudad A hasta la ciudad B y después 300 km
en la direccién de 30 grados al noroeste de la
ciudad B hasta la ciudad C.

a. En linea recta, que tan lejos estd la ciudad C
de la ciudad A.

b. Respecto de la ciudad A, ¢, en qué direccidn
estd la ciudad C?

Un perro que busca un hueso camina 3,5 metros
hacia el sur, después 8,2 metros en un dngulo
de 30° al NorEste y finalmente 15 metros al
Oeste. Encuentra el vector de desplazamiento
resulfante del perro utilizando técnicas grdficas.

-

Recurso para la evaluacion
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------------ S GOLUCIONARID

1. 2. FR=BN=NC (Verdadero) Por tanto, hemos hallado un vector de

6 8
componentes (E' — E)
6. a. [PB] = [PA] + [AB] = [PA] + 2.[PA]
=3. [PA] = -3. [AP]
El valor de r es 3.
b. Representamos por las coordenadas del punto

b. AB y BC tienen igual direccion (falso)
c. BM=DE (verdadero)
d. BM=2DE(falso)
2. Sifd=3y @+V) - (U-V)=-11, [v| =20,

opcién b

L P.
3. a. Zc;z E l:lumero [AB] =(-6, 4) [PA]=(-1, -p1, 4 - p2)
b. (a -b) ¢ Vector [AB] = 2.[PA]

c. (3d - 2b) - & Nimero
d. (@ +b) - (d - b) NGmero

4. 36—V =3.(1,2) - (7T+k k)= (-4-k, 6-Kk)
2u+7=2.(1,2)+(7T+k k) =(24) +((7+
kk) =
=(9+k, 4 +Kk)
Bu-v ). (QU+7)=0
(-4-k 6-K).(9+k 4+k) =0
(-4-k).9+k)+(6-K).(4+k) =0
(-36 - 13k - k) + (24 + 2k - k) = 0
-2k*- 11k -12=0

(-6,4) =2. (-1, -p1, 4 - p2)
('614) =('2’ '2p11 8 - 2p2)
—6=—2-2p;
{ 4=28-2p,
-6 +2=-2p; = -4=-2p; => p; =2
4-8=-2p, =-4=-2p, = p, =2
Las coordenadas del punto P son P = (2, 2).
7. Dos vectores son perpendiculares si su
producto escalar es cero. Asi pues, calculamos
el producto escalar de los vectores U y v.
4-v=(-1k-(12+k k)=-12-k+k*=0=
=>k=-3,k=4
8. Representamos por v= (X, y) el vector que
buscamos.

[V|=2=x%2 +y?=2=x2+y2=4

Recurso para la evaluacion

cos 60°=—2 V37 =>% - x+fy =>x 43y =
/1 +(V3)* 2
Los posibles valores de k sonk = -4y k = - 22 ,
3/2. X + ye =
. . > x=2-V3
5. Hallamos un vector unitario u de la misma {x +v3y =2 V3y

direccién y sentido contrario que v = (=3, 4). (2-V3y)* +y?=4

4-4/3y + 3y* + y?=4 = 4y*- 4y/3y =0 >

Si multiplicamos este vector por 2 obtendremos

§ un vector de modulo 2 de la misma direccion y

g sentido contrario que V.

. 9 (E, _ i) — (E’ _ E) Los vectores v y Vv verifican las condiciones el
8 55 55 enunciado.

o

™
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9.

10.

11.

a. Dos vectores son perpendiculares si su
producto escalar es cero.

u-v=(3,-4) (5k)=154k=0=>k=15/4
b. Dos vectores son paralelos si se cumple
lo siguiente:

c. Los dos vectores forman un angulo de
180° si se cumple lo siguiente:

a.2u +v=2(-2,5) + (1,-4) = (-4,10) +
(1,-4) = (-3, 6)

b.1i - — ¥ = (-25) - (L-4)= (-25) - (.,
2)=(<.7)

C.3% - ¥==3(-25)- (1,-4) = (-6,15)-
(1,-4) = (-7,19)

d)- 3% +20=-(-2,5) +2(1,-4)=

G, —+(2-8) (— -2

(0 —5) m(3,-2) +n (-1, 2) —
{ 0=3m—n
—5=-2m+2n

Resolvemos el sistema:
Despejando en la primera ecuacién, n = 3m, y
sustituyendo en la segunda:

—5:—2m+6m—>—5:4m—>m:—%—>n:

_1_5
12 0.6.7=(6,K) - (-1,3)=0— -6 + 3k =0
k=2
- - k
b.w.9=(3,-2) k. 3)=0—5-6=0—
k=30

13.

cu.v=(3,-2)-(5,k)=0—-15-2k =
0 — k=-15/2

Un cuadrado es una figura que tiene los la-
dos perpendiculares entre si y paralelos dos
a dos. Cada par de puntos consecutivos
representarad un lado. Los puntos A, B, Cy

SOLUCIONARIO

14.

15.

16.

D definen cuatro lados que deben ser
perpendiculares dos a dos y tener el mismo
modulo para formar asi un cuadrado.
Llamamaos (cs, ¢2) a las coordenadas del
punto C y definimos los vectores asociados
a cada lado.
AB=(-2,2),BC=(c1+ 2, Co—
Ci, 2—C2) Yy DA =(2, 2).

Para calcular las coordenadas del punto C
hemos de tener presente que AB es
perpendicularaBCy que CD loesaDA,y
recordar que dos vectores perpendiculares
tienen su producto escalar nulo.

AB perpendicularaBC: —2-¢; +2-¢,=8
CD perpendicularaDA :2-(2—ci) +2-
(2-c2)=0

Resolvemos el sistema:
—C1+Cy=4yci+c=4

Obtenemos que las coordenadas del punto
Cson (O 4).

a. cost) 1—>(a b) = 0°

b.a L b—»(,b) 90°

c.cos (3 b)=-1—(@ b) = 180°

d.cos (3 b)=0,5— (3 b) = 60°

Dos vectores son perpendiculares si su
producto escalar es cero. Entonces:
(5,x)-(-9,15)=0=5-(-9) +x-15=
=45+ 15x=0>15x=45=>x=3
Calculamos las componentes del vector: AB
(12,13) - (-4,7) = (11 + 4,13 - 7) = (15,
6) y dividimos entre 3:%- AB = % . (15, 6) =(
~15,2-6)=(5,2)

Sumamos (5, 2) a las coordenadas del punto
A:Al=(-4,7+(52)=(1,9)

Para obtener la siguiente division repetimos
la operacion, pero ahora sobre las
coordenadas del punto A;. El punto
resultante es A, = (6, 11).

Al repetir la operacion, obtenemos las

coordenadas del extremo By ya hemos
terminado.

2),CD=(2-

Recurso para la evaluacion

S\
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Recurso para la evaluacion

17. Sean C = (¢4, ¢2) y D = (dy, d) los otros dos
vértices del paralelogramo, buscamos el
punto medio de las dos diagonales del
paralelogramo que son el punto M:
=>d;=-6,d,=3=>D=(-6,3)

18. Dos vectores son ortogonales si su producto
escalar es cero. Entonces:
wu=0=>w-u=x-(-4)+12-(-3) =
=—4x-36=0=
=>4x=-36=>x=-9=>w=(-9,12)
b. Calculamos el mddulo de los dos vectores:

c. Para transformar el vector w en unitario,
calculamos el modulo del vector y dividimos
cada componente entre el modulo:

=15~ (5.5 )=(-55) =

3 4
(-23)
19. [3]=v20=[%] }—mc =[a]. [¥| cos 60°

Sea x(m,n)
2Zm+4n =+v20 \/0——>2m+4n—10

Jm2+n2=+20-> m?+n? =20
Resolviendo el sistema se obtiene que:
m=5-2n.

20. a.i.v=(3,—4) (-5, 12) =3-(-5) +
(-4)-12 = 63
b. |#|=4/3% + (—4)% = V25 = 5;
[9|=y/122 + (—5)? = V169 = 13;

SOLUCIONARIO

u \7’ —-63

5 13 65
= o = arc cos ( " ) 165,75°

21.Las componentes Rx y Ry del vector resultante
por la suma algebraica de las componentes de A
y B:
Ax =0, Ay = 20 km, Bx = 35 cos (180°- 30°) =
35c0s 150° = -30.31 km

By = 25 sen (180°- 30°) =35 sen 150°= 17.5 km

La resultante R se calcula como:

IR| = /(—30,31)2 km? + (17,5)2

R = 48,2 km, mientras que la direccién es

La direccion es: . = 120°

22.a) AC=4+b BD=b-a=-a+b

b. Hay que probar que AC-BD =0. Veamoslo

AC -BD=(a +b) (b -a) =b b-3 - |b| El |

Como |b| = [4] por ser la medida de Ios lados, se

cumple que: AC -BD =0.

23. Para calcular el angulo, debemos saber qué

vectores lo forman.

Uno de los vectores es AB y el otro es el que
tiene como origen el punto A y como extremo el
punto C = (0, 12), por ejemplo, ya que este
vector es horizontal.

AB = (12, 20) — (—18, 12) = (30, 8)

AC= (0, 12) — (~18, 12) = (18, 0)

—63

C. COS (l—

24. La ciudad C esta a 483,64 km de la ciudad
A. La ciudad C esta 18,06 grados al noroeste de
la ciudad A.

25. El vector desplazamiento es 7,92 m.



1. Completa con las palabras que aparecen en el
recuadro de abajo:

Las magnitudes quedan
representadas por un ente matematico que recibe
el nombre de . Un vector se

representa por un segmento
Asi, un vector queda caracterizado por los
siguientes elementos: su :
(siempre positivo por definicion), su direccion
(la de la recta que lo contiene), y su

(el que indica la flecha).

sentido orientado  vector vectoriales
paralelo longitud o modulo

2. Calcula el modulo de los vectores
representados a la derecha. Para ello, considera
que el lado de cada uno de los cuadrados
equivale a una unidad.
- Indica que vectores tienen la misma direccion.
- Menciona dos vectores que tengan la misma
direccién y sentido contrario.
- Indica qué vectores son equipolentes entre

ellos.
A - B IJ: C
F H [ M P10
[ L :
y
// / )
/ / ! R QJ
E I / N .
G S LT
K

3. Indica las coordenadas de los puntos P, Q,
R, Sy T de la figura 7 en el sistema de

referencia R = {O; U, v}.

4. Representa los puntos A (-3,-2), B (3, 2)

,C(2,-3) y los vectores AB y AC. Escribe las

componentes de ambos vectores.

5. Indica las componentes de los vectores S

y t de la figura siguiente en la base
B={uv }

-Representa los vectores d y b cuyas

componentes en la base B son

(-1,3) y (2, -5), respectivamente.
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_Jrabajoinclusivo

6. A partir de la siguiente figura, representa:
a.2d b.5b c. iE

W

[= TN

gl

Expresa el vector como producto de uno de los
vectores, 0 por un ndmero.

Designa los vectores anteriores mediante pares
de nimeros. Por ejemplo: a (2, 3)

7. Obtén las coordenadas del extremo del vector
AB= (-2, 5) sabiendo que esta aplicado en el
punto A (1, -2)

8. A la vista de la siguiente figura, realiza las
operaciones indicadas.

a. AB + BI d. 2HI + 2CD
b. BC - EF e. AE -AC
c. AB + 2DC f.AB +JF + DC

9. Determina las coordenadas del punto de

aplicacion del vector AB (2,—3) sabiendo que
tiene su extremo en el punto B (-1,2).

10. Dados los vectores 0 =(3,-2) y V = (1,1),
calcula analitica y graficamente:

a. u+v b. G-V

C. 2u d. —-2v

11. Considera que A, B, Cy D son los vértices
de un cuadrado de lado 1 cm.
Calcula los siguientes productos escalares.

a. AB - BC b.AC-DB c.AD-CB

12. Se sabe que las componentes de los vectores
u Yy V en una determinada base son
u+=(1,-2) y v=(2, 2), halla las
componentes de:
a. u+v

b.3 c.2u—Vv

13. Determina el valor de a, sabiendo que la
distancia entre Q(-6, 2) y P(a, 7) es 13.
Escribe también las coordenadas y el mddulo

del vector PQ.
14. Halla las coordenadas del punto de

aplicacion del vector AB= (2,-3) sabiendo que
tiene su extremo en el punto B(-1,2).

15. Dados los puntos A (0, 3), B (2, 1), C (-2, 2)
y D (=3, 4), halla los vectores.

a. AB-CD

b. AC + DC

c. BD-CA

16. Escribe las coordenadas de los vectores

3, b, ¢ d con respecto a la base B (%, ¥ ).

-5
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=
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SOLUCIONARIO

1. Las magnitudes vectoriales quedan d=-25b=b a(23)
representadas por un ente matematico que recibe | (-2, -2) ¢(3,0)
el nombre de vector. Un vector se representa por d (5 5)

un segmento orientado. Asi, un vector queda
caracterizado por los siguientes elementos: su
longitud 0 moédulo, (siempre positivo por
definicion), su direccion (la de la recta que lo
contiene), y su sentido (el que indica la flecha)

«23=2(2,3)=(4,6)
5b =5 (=2, =2) = (=10, -10)
5:§(3, 0) = (1, 0)

W

7.

_ _ . _, _, ' AB=B-A = B=A+AB=(1,-2)+(-2,5)=(-1,3)
2. Tienen la misma direccion: AB, PO, ST y RQ;

Ij, EF y MN.
- Tienen la misma direccion y sentido
contrario: EF y MN, @ y ST.
- Son equipolentes entre ellos: AB y ST, EF y
Fj, POy RQ, GHy KL, EF y MN.
3. [OP]=2u+2v=P=(22)
[0Q]=2TG-2v=Q=(2, —2)

8.a. AB+BI =Al d.2HI +2CD =HC
b.BC—EF =IC  e. AE —AC =CE
c. AB + 2DC=DC f.AB +JF + DC =Al

9,

AB=B-A = A=B-AB=(-1,2)-(2,-3)=(-3,5)

10, @) G+V=(3,-2)+(L,)=(4,-1)
[OR] =20 +7V=R=(-2 1) L b)) 0-v=(3,-2)-L,)=(2,-3
[0S]= 28 -V =S=(-2 1) ' €) 2:0=2-(3,-2)=(6,—4)
[0T] =34 =T=(3,0) ) ~2:0=-2-L)=(2,-2)

4. Las componentes deﬁson6y4ydeﬁ:5 1]
y-1
5.F =2u+ 3V =1=(2, 3) 0
= 30+7 >3=(-3,1) e
t=-30-2V =2t=(-3,-2) A
6.
2
h | '.l_;
’ 0+v
= ‘,
X
/ 3
{4521 I
u-v
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------------ | SOLUCIONARIO B

11. Tomamos el punto A como origen, por lo que obtenemos las siguientes coordenadas: A(0, 0), B(1,
0), C(1, 1) y D(0, 1).
a. AB = (1, 0), BC= (0, 1)
(1,0)-(0,1)=0
b.AC = (1, 1), DB = (1, -1)
(1,1)-(1,-1)=1-1=0
c.AD:=(0, 1), CB = (0, 1)
(0,1)-(0,-1)=-1

i : | | |
: i i i i
| IS S ) A :
i i i i I
! i I I I
' i I I I
: i i i I
' i i i i
1 T T T T
: 1-3 |- |- |
' i I I I
i i I I i
o e e A R S L
= | l I I I
0 i I I i
=3 i i I I I
S | R ] B .
£ R :
Q. -2V | I I I
(1~
£
!
=

12 ag+v=(1,-2)+(2,2)=(1+2 -2+2)=(3,0)
b.3u=3"-(1,-2)= (3, —6)
C2T—v=2-(1,-2)—(22)=(2 —4)—(2,2) =(2-2,-4—2)=(0,—6)

13./(=6 —a)2 + (2—7)2 =13 > V36 + 12a + a%? + 25 = 13
—a’+12a- 108=0 — a,=-18, a,=6

Calculamos las dos soluciones:

PQ = (-12,-5) PQ = (12,-5) |PQ| =13

14. AB=B-A = A=B-AB=(-1,2)-(2,-3)=(-3,5)

15. AB=(2, -2) ; CD=(-1,2); AC=(-2,-1); DC=(1,-2); BD=(-5,3); CA=(2 1)
a. (3, -4) b. (-1, -3) c. (-7, 2)

16.3=(2,2); b= (0,-3); ¢=(-1,0:  d=(-173)

[
0
[9)
8]
=}
ko]
o
o}
0
=}
)
o]
o
Qo
e
[
o




CICLO DEL APRENDIZAJE

Representacion de vectores en el plano a partir de
sus coordenadas de otros datos.

Resolucion de problemas de aplicacidon concreta

I
I
1
1
1
1
I
I de los vectores en el plano.
|

¢Qué diferencia el conjunto de los nimeros rea-
les del resto de conjuntos estudiados?

|dentificacidn, en ejercicios o problemas, de las
elementos de un vector y sus componentes

Reflexion y andilisis sobre la aplicacion de vecto-
res en el entorno

Uso de diagramas que resuman los principales
conceptos, propiedades y procedimientos con
magnitudes vectoriales y escalares.

Uso de soffwares que refuercen la aplicacion de
vectores y sus operaciones.

I
I
I
1
I
1
I
I
1
{

¢(Por qué es importante el uso y aplico-
cién de los vectores en el plano?

Planteamiento y resolucién de problemas de
aplicacién de vectores (problemas de desplo-
zamiento, fuerzaq, etc.)

Prohibida su reproduccion
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BANCO DE PREGUNTAS
T .

1. Dados los vectores u=(1,1) yv=(1,-
1), los valores de ay b que satisfacen la
ecuacidon au+bv=(3,5)son:

a.a=2, h=0 b. a=-4, b=1
c. a=4, b=2 d. a=-2, b=-1
e.a=4, h=-1

2. Expresa los vectores A_C), ﬁ, ﬁ, AE y FC
de la figura como combinacion lineal de

los vectores AB y BC.

AC = AB + BC, AF= -AB + BC, EB = 2AB —
2BC, AE = —AB + 2BC, FC = 2AB
3. Halla my n para que los vectores u=(3,m)
y v=(n —1) sean perpendiculares y se
verifique que BUuE=5. m =+ 4, n =+ 4/3

4. Determinag, sin representarlos, que los
punfos A=(1,2),B=(4,2)yC=(3,3)
forman un fridngulo.

5. Juany Pedro pasean por una avenida
de su ciudad. Empiezan caminando 1
200 m en direccion este y luego giran 1
350 en sentido antihorario y confindan
caminando 2 000 m mds. Dibuja los

vectores que representan los
movimientos realizados y averigua el

desplazamiento resultante. 3 200 m.

6. Dados los puntos A(3, 0) y B(—3, 0), obtén
un punto C sobre el eje de ordenadas,
de modo que el tridngulo que describan
sea equildtero. ¢Hay una solucién Unica?
Halla el drea de los tridngulos que
resultan. A = 9v/3u0°

7. Demuestra que el tridngulo de vértices
A3, 1), B(9, -1) y C(5, -5) es isdsceles.

¢Es equildtero? (Cudles son sus lados
iguales? Calcula su darea. Es un triangulo

isdsceles, AB=AC= V40, A=16 u?,

8. Demuestra que si dos vectores uy v

tienen el missno mddulo, entonces u_+
V_y u_—v_forman un angulo recto.

Deduce de este resultado que las
diagonales de un rombo son
perpendiculares.

9. Calcula m para que v= (7, -2) y w= (m,

6):

a. Sean perpendiculares.

b. Sean paralelos.

c. Tengan el mismo maodulo.

a.m=-12/7,b.m=-21,¢c. m=+/27

10. Fijate en estos seis vectores representados

en el espacio:

a. Indica si los vectores @, b 'y ¢ son
linealmente independientes.

b. Expresa cada uno de los vectores d, € y

f en funcién de los vectores @, b y C.

c. Cualquier base del plano tiene dos, y
solo dos vectores. ¢ Cudntos vectores
tendrdn una base en el espacio?

11. Queremos arrastrar un barco por el rio
sabiendo que se aplican los vectores v
=(6,8) y w =(8,4). Indica el &ngulo que
forman ambos vectores, cudles son las

componentes del vector resultante que se
aplica al barco y cudl es el médulo de

dicho vector. angulo: 26,57°; resultante: (14,
12); médulo: 18,44



La incorporacion de herramientas tecnoldgi-
cas como recurso diddctico para el apren-
dizaje de la matemdtica, especialmente en
el caso de que se apliquen estos recursos
dentro y fuera del aula.

Asi, las principales herramientas TIC dispo-
nibles y algunos ejemplos de sus utilidades
concretas son:

— Utilizacién de herramientas simples de al-
gun programa de disefo grdfico.

Como Mathlab, Desmos, Derive, especial-
mente en esta unidad, para graficar fun-
ciones.

—Uso y aplicaciéon de calculadoras graficas.

— Uso de procesadores de texto para redac-
tar, revisar la ortografia, hacer resimenes,
anadir fitulos, imdagenes, hipervinculos,
graficos y esquemas sencillos, etc.

— Usos sencillos de las hojas de cdlculo para
organizar la informacién (datos) y presen-
tarla, en ocasiones, de forma grdfica.

— Usos simples de bases de datos.

— Utilizacién de programas de correo elec-
frénico.

— Usos y opciones bdsicas de los programas
navegadores.

* Acceso, entre ofras muchas ufilidades,
a las noticias de prensa (prensa digital)
para establecer comparaciones, recabar
informacién actualizada, etc., o para in-
vestigaciones bibliograficas.

RECURSOS PROP!
R T

0S DEL AREA

Uso de buscadores:

Extraccion de informacién (enlaces) a
partir de los propios directorios de cada
buscador principal.

Uso de los recursos de busqueda por
términos clave en busquedas simples y
avanzadas.

Usos sencillos de programas de presen-
tacién (Powerpoint o similares): trabajos
multimedia, presentaciones creativas de
contenidos, esquemas, o realizacion de
diapositivas.

Uso de los recursos de busqueda por
términos clave en busquedas simples y
avanzadas.

Creacidn y organizacién de listas de fa-
voritos, asi como seguimiento y actualizo-
cién de la informacién de las distintas URL
consultadas.

— Uso de enciclopedias virtuales (cd y
wWwWWw).

— Uso de periféricos: escdner, impresoras,
etfc.

— Puesta en prdctica de videoconferen-
cias, chats...

— Usos sencillos de programas de presen-
tacion (Powerpoint o similares): frabo-
jos multimedia, presentaciones creati-
vas de textos.
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' Orientacién diddactica
* Para anticipar posibles dificulto-

des en los contenidos de la uni-
dad, proponga en los primeros
temas de esta unidad un repaso
del concepto de funcién y las dis-
tintas formas en las que se puede
expresar una funcion.

Una recomendacion es que us-
ted aplique la técnica Lluvia de
ideas, para que los estudiantes re-
cuerden lo que saben sobre este
tema o la técnica Preguntas crea-
tivas y aproveche para solucionar
todas las dudas que tengan al
respecto.

ONDADY
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' Solucionario de la seccién: en contexto

a. Respuesta abierta a modo de reflexiéon
individual que puede servir como intro-
duccidn a los vectores.

b. En la siguiente pdgina web se puede
encontrar alguna informacién sobre
vectores bioldgicos:

http://links.edebe.com/zfcz3w

Internet

* La equipolencia de dos vectores se
demuestra uniendo sus origenes y sus
extremos respectivos. Si el poligono re-
sultante es un paralelogramo, los vec-
tores son equipolentes.
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Ejercicio 1.

Vector AB: origen A, extremo B
Vector CD: origen C, extremo D
Vector EF: origen E, extremo F
Vector GH: origen G, extremo H
Vector IL: origen |, extremo L
Vector MN: origen M, extremno N
Vector OP: origen O, extremo P
Vector RQ: origen R, extremo Q
Vector ST: origen S, extremo T
Ejercicio 3

Sabiendo que los vectores equipolentes
tienen el mismo mddulo, la misma direc-
cién y el mismo sentido, tenemos que las
parejas de vectoresu yt ,v yw ,(X) vy
t son equipolentes.

Ejercicio 4.

S\

Prohibida su reproduccién
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' Solucionario

Ejercicio 5

Son linealmente independientes los conjun-
fosay b.

Pagina 148

' Solucionario

Ejercicio 6

Las componentes de los vectores de la figura
son:

Vector a (6.2); vectorb (-2,6); vectorc (-2~
3);

Vectord (6,-2)
Vectore (6,2)
Vector f (6,2)

w

e=(-2,2)

N

/
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. Solucionario

Ejercicio 7

Las componentes del vector AB se obtienen
restando las componentes de los puntos A (1,
2)yB (2, -1)AB =(2-1),(-1-2)=(1-3)

Prohibida su reproduccion

La distancia entre Ay B:
d=/(2-1)%4(-1-2)2 =/1+9 =/10 = 3,16

6'/
N
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' Solucionario

Ejercicio 8
Para calcular las componentes del vector u
=(L2yv =(2-D
a)u+v=(1,2)+(2,-1)=(3,1)
by u-v=(1,2)-(2,-1)=(-1,3)
c) 3u-v=3(1,2)-(2,-1)=(3,6)-(2,-1) = (1,
7)

d) %ﬂ %(12)+(2 1) = ( 1)+ (2,

=30

Pagina 156
. Solucionario

Ejercicio 9

Para convertir el vector en unitario, calculo-
mos el mdédulo del vector y dividimos cada
componente entre el médulo:

[v|=/82+152 =/289 =/17 =
S (v, Vv,\_ (8 15
- “‘(M |v|> (17 17

Ejercicio 10

Para transformar estos vectores en vectores
unitarios, calculamos el mddulo del vector y
dividimos cada componente entre el médulo:

a) |(15,-8)| = 152 + (-8)2 = 289 = 17 =
- 1_5 8
= V= (17 17)
oy 13,0 = /374 (47 =25 = 5 = 7= (g’ 54)

o 1(4,0) = /4407 -4 = V- (i, 0—> (1,0)

4 4
@ 1@ I =743 =3 v )
D (47 =V (4 +7> =65 = ( ¢—5)
R R e



;]:,’22+(—1 2 :\/E

El mddulo del vector v

v =J0*+(3)* =3

b. El producto escalar de los vectores uy v
c. El dngulo que forman los vectores u 'y v
5.

H=2ev-3eWw=2+vov=ten+>.w

6. a. Dibujamos dos vectores U'y V cudiesquiera en el plano. En primer lugar, para la primera parte de la igual-
dad, dibujamos 3U, y después desplazamos el vector V hasta el extremo de 30, A partir de aqui, dibujamos
3V, Uniendo el origen de 3T con el extremo de 3v, obtenemos el vector 3u+ 3v. Para la segunda parte de la
igualdad, dibujamos u y desplazamos el vector v hasta el extremo de u. A contfinuacién, unimos el origen de
J’con el extremo de T+ V y dibujamos 3 - (U + V).

b. Dibujamos dos vectores Uy V cualesquiera en el plano.

. Solucionario

1. La suma de dos vectores cualesquiera, grafica-
mente, consiste en representar los dos vectores de
modo que el extremo del primer vector coincida
con el origen del segundo vector. Enfonces, el vector
suma de estos dos vectores tiene como origen el ori-
gen del primer vector y el extremo es el extremo del
segundo vector.

Teniendo esto en cuenta, podemos descartar las op-
ciones a y b, ya que no coinciden con lo explicado
anteriormente. Por otro lado, la opcién d tampoco
puede ser la correcta, porque la resta consiste en ha-
cer el opuesto del vector v, en este caso. Asi pues, la
respuesta correcta es la opcién ¢ que, efectivamen-
te, coincide con la explicacién de la representacion
de suma de vectores.

2. a. Las coordenadas del vector AB se obtienen res-
tando las componentes de los puntos A (-1,2) y B(2,0),

AB=(-1-2) (-2-0)= (-3-2)
b. El mddulo del vector AB

4B =3 +(-2) =Jo+a =113

c. Representacién grdfica del vector AB

d. Determina un vector unitario en la misma direccion
que el vector.

3. Representacion

4. a. El médulo del vector u

Primero, para la primera parte de la igualdad, dibujamos v y después desplazamos el vector -V hasta el ex-
- . . - - - -
fremo de u. Uniendo el origen de u con el extremo de -V, obtenemos el vector u -v. Para la segunda parte de
. . f - - . .z . .
la igualdad, dibujamos v y desplazamos el vector -u hasta el extremo de v. A continuacion, unimos el origen
- - o
de v con el extfremo de -u y hacemos su opuesto para obtener —(v -u).

C
he]
6]
O
2
ko]
o
o}
g
=)
2
o]
o
Q
<
¢
o




[
0
[9)
8]
=}
ko]
o
o}
0
=}
)
o]
o
Qo
e
[
o

' Ejercicio 7

7. Para ver si el vector U es combinacion lineal de

los vectores Vy W , fenemos que ver si existen dos

ndmeros reales a y b tal que se cumpla que T =
- —

a Vv +b w . Portanto:

3=3a+4b
34)=a-(3,-3)+b-(4,6)= =
Bz G rhEE) {4=—3a+6b}
1 7 ~-_1 - 7 =
=a=—,b=—=u=—v+—-w
15 10 15 10

Asi pues, el vector u se puede expresar como
N . . - -
combinacion lineal de los vectores vy w.

8.Sean O :(0,0),r=(1,0),] =(0,1), enfonces:
a.0v=-9-(1,0)+9-(0,1)=—9] +4]
b.0v=—7-(1,0)+8-(0,1)=—7] +8]

C-o—v=—§-(1,0)—7-(0,1)=—§I—7J

9. Veamos si existen dos nimeros reales a y b
tales que:
t=a-v+tb-w=

5=a+2b
5-1)=a-(1,3)+b(2,-2)= —
G-D=a-(13)+b(2-2) {_1=3a_2b}

=a=1,b=2

10. Para comprobar que los vectores u y v forman
una base, fenemos que ver si son linealmente
independientes. Para verlo, hay que comprobar
que larelacién a - U+b.v=0solose cumple sia
y b son ambos iguales a 0. Vedmoslo:

=a=0,b=0

a-(—3,4)+b-(9,4)=0:>{°=‘3a+9b}

0=4a+4b

Como la Unica solucién es a=0y b =0, los vec-
tores U y V forman una base.

11. Para comprobar que los vectores u y v forman
una base, tenemos que ver si son linealmente
independientes. Para verlo, hay que comprobar
que larelaciéna - U+b V=0solose cumple sia
y b son ambos iguales a 0. Vedmoslo:
0:a+b}=>a=0,b=0

a+b

a-(1,1)+b-(1,—1)=0=>{

Como la Unica solucién esa =0y b =0, los vec-
tfores uy v forman una base.

Ahora, expresamos el vector t como combina-
'z . -
cién lineal de Uy V.

t=a-u+b-v=(4,0) =a-(1,1)+b-(1,-1)=
{4=a+b

. }:azz,b:2=>§:2-=>§:2-ﬁ+2-§
—a—

X

b.A+B+C+D=(1,1)+(-2,3)+ (-2, -1) +
B, -1)=(1-2-2+314+3-1-1)=(0,2)



' Solucionario

13. Calculamos el vector que forman el punto don-
de se encuentra el vehiculo averiado y el punto
donde estd situada la instalacion del servicio de
asistencia mecdnica. Después, calculamos su moé-

dulo y esta serd la distancia que buscamos.
(-12,140)-(120,110)=(-132,30)=
=(-132,30)= \/1322 +30% = \/18324 =135,37

Entonces, la distancia entre el vehiculo averiado
y el servicio de asistencia mecdnica es de 135,37

km.

14

a.l5~(x,y) +(3,-9) - 2(6,8) + (~11,10) = (0, 0)

:{5x+3—12—11=0}=>{5x—20=0}:
5y-9-16+10=0 S5y—-15=0
=>x=4,y=3

b)2:(-37) + 6:(x,-2) - (13y) = 2:(-xy) +
(~91,-49)

—-6+6x—-13=-2x-91 8x+72=0
= = =
14-12-y=2y—-49 -3y-51=0

=>x=-9,y=17
15.7-(3,—k) + (—5,—5) = (16,—26):>

21-5=16 16=16
= = =
~7k-5=-26]  |k=3
16.w+v=(72)=(xy) + (-10,8) = (72)=
S0 17y =—6mw=(17,-6)
y+8=2
17.u=2+v=3.w = u= 2. (-3.r+6J)-3.
(7.i-3j) =6i+12j-21i +9j=-27i +21]
18.Sean A1 = (a, b), A, = (c, d), enfonces:

%A—B=M1:>%'(9,3)=(a—1,b—3):>

1=b-3
=a=4b=4=A =(44)
2:AA1=AA2 =>2-(31)=(c-1,d-3)=

=>(3,1)=(a—1,b—3)=>{3:a_1}=>

1A 6=c-1
=(6,2)=(c-1,d 3):{2:(1_3}:

:>c=7,d=5:>A2=(7,5)

19/v]=y(-5)" +12 =V169 =13

20. v.W=V W +V W, =-58+12-15=140

21. Calculamos la proyeccién del vector u sobre el
vector v:

~ u-v_4-5+3-12_56

Proy-u=——=——=—F——==—=4,31
! vl W5P+128 13
22, v-w ~3.8+4-15
COSO ==—— = =
V|- W‘ \/(—3)2 +4%.4/8* +15°

=L:_:a:arccos ﬁ =64,94 =
85

36
V254289 85

23, (2:0)-(-3-V)= (2:(-25))(-3:(-5,7) =
(—4,10)-(15,-21) = —4-15 +10-(—-21) =-270

24,

b) La distancia que tiene que recorrer el barco
hasta donde se encuentra la ballena es de 6 000
km, es decir, es la suma de 2 000 km y 4 000 km
de los kildmetros recorridos por la ballena hacia
el norte.

25, El médulo del vector (20, x) es 101. Por tanto:

|(20,%) =101 = V20" +x* =101=400+x” =
=10201=x*=9801=x=+9801 =99
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. Solucionario

26. Con las condiciones del enunciado, tene-
mos que:

vw _ 9 95

COSO === — = =
b s

= o =arc cos(%] =36,39°

27. Sabemos que el mdédulo del vector v es
13. Por tanto:

:/=12:\/k2+122 =13=k*+144=169=k*=25

k=5 k=-5
28.

vew ~16-4+8-(~2)
cosa = =

|w| J(=16Y%8% |47 +(=2)?

i:_—goz—1=a=arccos(—1)=180°
V320420
29,

‘u=8=> u’+u’=8=u’+u,’ =64
u, v, =v.-u 3
=v. - v, ==u
1 2 1 2
ulzuzzi _ 1741
v, v, 3 = =
A 3u,=4v,=>v u, v =§u
2 4 2

3 3
u-v=u v +u,v, —uZZu1+u2-Zu2 =

3 3
Z~(u12+u22)=z-[64)=48

30.
_ 4-74(=3)x
’ HW‘ \/42+( -3)- \/72+X
28-3x 1_ 28-3x
=== =
a9+ 2 549+
=1/5-V49+x* =56-6x=>x=2,99

cos60° =

31. El vector ATB fiene como origen el punto
Ay, como extremo, el punto B. Entonces, el
opuesto de este vector tendrd como origen
el punto B y, como extremo, gl punfo A. Asi
pues, el vector opuesto a AB viene dado
como:

BA=A-B=(7,-4)—(-8,7)=(15,~11)

32. El vector cuyo origen es el punto (2, -3) y
el extremo es el punto (7, 9) tiene como com-
ponentes:

(7,9)-(2,-3)=(5,12)

33. a. AB=B—A=(-2,1)—(1,3)=(-3,-2)
b. BA=A-B=(1,3)-(-2,1)=(2,2)
¢. DC =C-D=(3,1)~(-1,2) = (4,-1)
d. CA=A-C=(1,3)-(31)=(-2.2)

Pagina 162

. Solucionario

34. Calculamos el vector que forma el punto
donde se encuentra el vehiculo averiado y el
punto donde estd situada la instalacion del
servicio de asistencia mecdnica. Después,
calculamos su moédulo y esta serd la distan-
cia que buscamos.

(~12,140)—(120,110) = (-132,30) =
—(~132, 30)=v132% +30° =/18324 =135,37

Entonces, la distancia entre el vehiculo ave-
riado y el servicio de asistencia mecdnica es
de 135,37 km.

35. SeaB=(x,y), entonces: AB=B-A=
(x,y)-(13,6)=(x—-13,y—6)

Como este vector tiene que ser equipolente
al vector u, entonces debe cumplirse que:

TB=fm(x—13,y—6)=(4,—9)=>{X_13:4}=>

y—-6=-9
= L B=(17,-3)
y=-3



36. El vector de desplazamiento real de la barca es
la suma de la direccidn de la barca y de la orien-
tacién de la corriente. Entonces, resulta el siguiente
vector: (15,7) + (-3,4) = (12, 11).

Calculamos el mddulo de este vector:
|(12,11) =v12° +11* =265 =16,28.

37. Empezaremos calculando el vértice C. Como
los vértices han de formar un cuadrado, los vec-
tfores AB y AC han de ser perpendiculares. Por ofro
lado, todos los lados del cuadrado deben tener la
misma longitud. Asi que:

AC=(xy)—(c,,c,)-(-5-4)=(c, +5,c,+4)=(x,y)
— AB-AC=0=(3,7)-(x,y)=0= 3x+7y =0=

{A—B =(=2,3)(-5-4)=(3,7) }:

:x=?:k-i€)2@:

2
=k f(_—gj +12:k1’%8:x/§:k:—3=>

=(x,y)=(7,-3)=>=(c, +5,c,+4)=(7,-3)=
{c1+5=7:c1 =2

c2+4:—3:c2:—7

} =c=(2,-7)

Para calcular el vértice D, hacemos lo siguiente:
AB=CD=B-A=D-C=D=B-A+C=
=D=(-2,3)-(-5-4)+ (2-7)=(5,0)

38. Por el enunciado, sabemos que la diferencia
entre la segunda componente del vector y la pri-
mera es igual a 7. Por tanfo, resulta la siguiente
ecuacion: y - x = 7. Por otro lado, el mdédulo del
vector es 73, asi que debe cumplirse:

VX' +y? =73=x*+y* =5329

Resolvemos el sistema que resulta de las dos ecua-
ciones anteriores:

{xz +y?=5329

}:x=48,y=55
y—x=7

39. Para comprobar que todos los puntos pertene-
cen a la circunferencia de centro (3, 1). fenemos
que ver que los médulos de los vectores formados
por los puntos y el centro dan el mismo resultado.
En este caso, el mdédulo es el radio de la circunfe-
rencia.

Vedmoslo, siendo E = (3, 1):
AE=E—A=(31)-(7,4)=(-4,-3) =>|A—E‘ =

Jear+ (37 =5
BE=E-B=(3,1)(~2,1) =(5,0):>|B~E‘ -
V57 +0% =5

E =E—c=(3,1)—(6,—3)=(—3,4):>‘&| =

J3)p+42 =5
DE=E-D=(3,1)-(7,-2) =[—4,3):‘FE‘ =

Por tanto, todos los puntos pertenecen a la circun-
ferencia de radio 5.

|

(@)

40. Para saber qué tipo de tridngulo forma los pun-
tos A, By C, hemos de calcular el médulo de los
vectores. Es decir:

AB=B-A=(3,2)—(1,3)= (2,-1):‘?3‘ =
BC=C-B=(4,5)-(3,2)=(13)=[B]=
N
AC=C—A=(45)—(1,3)= (3,2)=‘A—c’ =
V3422 =13

Como los médulos son todos diferentes, quiere de-

cir que el fridingulo formado por los puntos A, By C
es escaleno.
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42. Dos vectores son perpendiculares si su pro-
ducto escalar es cero. Por tanto, debemos en-
contrar un vector u tal que:

W v=0=(x,y)-(4,3)=0= 4x+3y =0=

—x=-3
4}’

R
2y

43. Como el tridngulo ha de ser rectdngulo,

- -
debe cumplir que los vectores BA y AC sean per-
pendiculares. Entonces:

BA-AC=0=>(3-b ,~b,):(22)=0=>3
b, +b,

44, Mediante un dibujo, podemos ver claramen-
te que estos dos vehiculos no chocardn nunca,
ya gque con el sentido que llevan ambos no se
llegardn a encontrar. Si situamos estos puntos
en un egje de coordenadas, observamos que el
punfo de interseccién entre las rectas determi-
nadas por cada vector director que sigue cada
vehiculo se encuentra en el cuarto cuadrante,
por lo que nunca chocardn.
Y I I
60|

45, La distancia entre dos puntos es calcular el
mddulo del vector formado por ellos.

AB=B-A=(57)—(0,x)=(57-x)
‘KB =13= 5 +(7—x)? =

X’ +14x+74=13=x=-5

46. Para saber qué helicéptero llegard primero a
la posicién del camién, calculamos la distancia
a la que se encuentra el camién de cada heli-
codptero y la de menor valor serd la del helicop-
tero que llegue primero. Ei deoir, calculamos los
modulos de los vectores ABy AC

AB|=B— A =(-21,100)—(14,140) =
= (-35,-40)
AB| =+/(~35) +(-40)* =+/2825 =53,15

AC=C—A=(40,73)—(14,140) = (26,-67)

AQ =262 +(-67)* =\/5165 =71,87

Como el médulo entre el punto Ay el punto B es
mds pequeno, entonces, el helicdptero que lle-
gard primero a la posicién donde se encuentra
el camidn es el que estd situado en el punto B.



' Solucionario

47. Estos puntos se pueden unir en una sola carre-
fera recta silos fres es‘rc’:_r) alineados. Para verlo, cal-
culamos los vectores CA y CB, y comprobamos si
son proporcionales:
CA=A-C= (12,21)-(3,9)=(9,12) :>i¢2
CB=B-C=(17,23)-(3,9)=(14,12)] 14 12
Como la igualdad anterior no se cumple, los tres

punfos No se pueden unir en una sola carretera
recta.

48, a.’v—v‘=53: 282 +x? =53 =5 x =45

b-w-u=—44= (28,x)(-5,3) =—44 =
=-140+3x=-44=x=32
. (28)(3-12)=0=84-12x=0=x= 7

0. . —3-(x,—2)+(2x,—6)=(14,o)

-3x+2x=14
= =
e
x=-14
b.2-(3x,-9)+3-(-3x,12)— (-3, 6) =(-15, 12)

6x—-9x+3=-15 —-3x=-18
= =X=6
-18+36-6=12 12=12

50. Para ver si estos puntos forman un frapecio, te-
nemos que ver si hay dos lados opuestos que sean
paralelos. Para ello, calculamos los vectores de los
punfos que formen lados que sean opuestos:

BC=C-B=(10,6)—(3,5)=(7,1)
AD=D-A=(7,-1)-(1,1)=(6,-2)

2 4
Como §¢; ,los lados formados por estos puntos
no son paralelos. Ahora, hacemos lo mismo para
el ofro par de lados opuestos:

BC=C—B=(10,6)—(3,5)=(7,1)
AD=D-A=(7,-1)—(1,1)=(6,-2)

Como Z # i , estos lados tampoco son paralelos.
6

Por tanto, fenemos que estos puntos no forman un
frapecio.

51. Vamos a clasificar el tridngulo segun sus dngu-
los a partir de las siguientes condiciones:

— 2 —2 —2
‘AC‘ S|AB +|BC > Acutangulo

2 2 | —2
‘AC =‘AB +‘BC — Rectangulo

—2 —2 —2
‘AC Z‘AB +’BC — Obstusangulo

Calculamos estos vectores directores y sus modu-
los, y vemos qué condicidn se cumple:

AB=(3,0)—(4,-3)=(-1,3)=
S ag =yC1+3 =410

AC=(0,1)-(4-3)=(-4,4)=
=[ad = ay+4? =132
BC=(0,1)-(3,0)=(-3,1)=
=[Bd =3+ 17 =410
=(V32) (Vo] +(1o] =

=32210+10=32>20

Por tanto, este tringulo es obtusdngulo. Por otfro
lado, observamos que hay dos lados del tridngulo
con igual longitud y uno diferente. Enfonces, tam-
bién se trata de un tridngulo isdsceles.

a. La longitud de los lados del fridngulo la hemos
calculado anteriormente para la clasificacion del
fridngulo haciendo los médulos de los vectores.

‘A—B‘ =\/B,|A—C‘ =32, R‘ =10
b) AB+AC=(-1,3)+(~4,4)=(-5,7)
¢) AB+AC=(~1,3)+(~4,4)=(3-1)
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' 52. 4.2-u+3-v—5-w=2-(2,5)+3-(~3,4)
5.(5,12)=

= (4,10)+(=9,12)+(~25,-60) =(~30,38)
b.2-u-(=3-v)=2+(2,5)- (=3(~3,4)) =
=(4,10)-(9,-12)=4.9-10-12= -84

vew —3-5+4-12 _33

C.Cosa =
MR TJCaree o1z 65

= o/ =arc cos 33 =59,5°
65

d. Para transformar el vector V en unitario, cal-
culamos el mddulo del vector y dividimos cada
componente entre el médulo.

Hesoic| Ul <22

e. Para comprobar que los vectores u y v forman
una base, fenemos que ver si son linealmente
independientes. Para verlo, hay que comprobar
que la relacién a-u+b-v=0 solo se cumple sia
y b son ambos iguales a 0. Entonces:

a-(25)+b-(<34)=0= =273 o140
0=5a+4b

Comg}lo_)unico solucidnesa =0y b =0, los vec-
tores u y v forman una base.

Ahora, expresamos el vector w como combina-
cién linealde uy v.

w=a-u+bv=(512)=a-(2,5)+b-(-3,4)=
5=2a-3b 56 1

= a=—,b=—-—=
12=5a+4b
— 56 - 1 -

=Sw=—-u—

23" 23"

53. El centro de la circunferencia dados los pun-
tos que delimitan su didmetro es calcular el pun-
to medio de estos dos puntos.

o= all+b1’a2+b2 2+4 1+3 -(32)
2 2 2 2

b. Al radio de la circunferencia lo hallamos cal-
culando el médulo del vector formado por los
puntos Cy A o B.

AC=C—A=(32)-(21)=(1,1) =|R‘ =
V12417 =42

Y
4+ —

0 X

54, Los vectores OK y oJ son perpendiculares.
Por tantfo, su producto escalar es cero, es decir,

0K-0] =0.

b. Los vectores KJ)y fJ forman un dngulo de 45°,
Por tanto:

KJ-1J=K]J IJ-cos45° =12-12-cos45° =101,82

c. Los vectores a). y 53 forman un dngulo de
180°. Por otfro Iodo Le)nemos que calcular el valor
de los lados OJ y OL.

55, Para ello, utilizamos el teorema del coseno:
JI=JK*+LK*-2-JK-LK-cos135° =
=J2=12°+12°-2-12-12-cos135° =L =22,17

‘ol‘ ‘OL| ﬁ-11,09=>

:0]-0L=’O]HOL‘ -c0s180° =
=11,09-11,09- cos 180° =—122,99



Podemos proceder de manera andloga para

. expresar rv. - como combinacidn lineal de ru

AN y rw , y para expresar rw . como combinacion
linealderu yrv , pero es mds rdpido despejar

: la expresion (1). Ast:
/ ;/ r_2r 7 v 7r _2r

gU==V—= =SU+—Ww==V=
3 3 3 3

A B T ¢
3 7 7
59.Sea C =(c,, c,) el extremo del segmento AC y
57. f1=3;+3}:> u =(3,3) como B es ell p'un’ro medio de este segmento, se

- -~ L - cumple lo siguiente:
v=—=2i+2j=v=(-2,2) —6*c, _,
- - = — —6+c. 4+c B
w=—i—-4j=>w=(-1,-4) lAC=B:> L 2 1=(4,-6)= 2 =

2 2 2 4+c, _

a)u+v+w=(3,3)+(=22)+(~1,-4)= -
=(3-2,3+2)+(-1,-4)
=(1,5)+(~1,-4)=(1-1,5-4)=(0,1)

b)—2w =-2-(~1,-4)=

2
=, =14,c,=-16=C=(14,-16)

60. Calculamos las componentes del vector (AB)
y, a partir de ellas, determinaremos los puntos

=((-2)-(-D,(-4)=(28) que pide el enunciado.
QJu+2v=(3,3)+2-(-2,2)= AB=B_A=(2-8)(_2.0)=(48)

:Eg'?’) (44 =(-17) Ahora, dividimos entre 4:
d)2u—v=2-(33)-(2,2) = L _

=(6,6)+(2-2)=(8,4) 4 APy 97 (Z ' 4'Z‘Sj -2

Sumamos (1, 2) a las coordenadas del punto A:

58. Debemos halllar k. ,k, €|R tales que ru=
- — A =(-2 00+(1,2)=(-12)
k -rv+k, -rw:

_ _ Para obtener la siguiente division, repetimos la
(-1,2)=k,-(23)+k,-(1,0) =

operacion, pero ahora sobre las coordenadas

AA1=A —A=(1,0)-(-1-3)=(23)
B=A,+= (33)+(23)=(56)

=(2k1,3k1)+(k2, 0) =(2k1 +k2,3k1) del punto Al. El punfo resultante es A, = (-1, 2) +
(1, 2) = (0, 4). Haciendo ofra vez o mismo, fene-
Por tanto, serd: mos que A3 = (0,4) + (1,2) = (1, 6).
—1=2k1 +k2 B 2_k =7 Ahora, al repetir otra vez la operacién, obtene-
2=3k, =5 32 3 mos las coordenadas del extremo By ya hemos
ferminado. s
O
Se fiene enfonces: 61. Para encontrar las coordenadas del punto B, 3
r2r 7r buscamos las coordenadas del vector AAT y se ;g
=gV las sumamos a las coordenadas del punto A, 2
O
S
e

-
S\
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. Problemas de aplicacién de vectores en el
plano

62. Graficamos el desplazamiento de Paula,

d, = 5 km hacia el Este, dibujado a partir del
origen del sistema de coordenadas (casa),
en el punto final del desplazamiento dl, se
coloca el punto inicial del desplazamiento
d2, en el que d, = 6 km hacia el Norte.

A =

Sw

De la figura, se observa que se forma un
fridngulo rectdngulo; por esta razdn, para
determinar la magnitud del desplazamiento,
se aplica el teorema de Pitdgoras, obtenién-
dose:

D’=d’+d? entonces, D =

J25km? +36km? =v/61 ~7,8km

Por lo tanto, la escuela estd aproximadamen-
te a 78 km.

63.v,=958yv =722

64.a.SeanV =6cmy Vy =8 cm las compo-
nentes del vector v e n una base ortonormal,
se cumple que:

v

= v +v *=\36+64 =100 =10cm

Entonces: la magnitud del vector v es de 10
cm

b. Representando en el sistema de coorde-
nadas las componentes del vector, observa-
mos que el dngulo entre el vector y gje x,
se puede calcular aplicando la razdn trigo-
nométrica tangente, pues observamos que,
con respecto al dngulo pedido, nos dan el
cateto opuesto y el cateto adyacente.

T
A
z
8cm
R
[}
» X
8
2-1333 _ cateto opuesto
6 tanf=———
cateto adyacente
6=53°
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65.

D, =|D|cos® = 60km (cos 130°)=60km (~0,642 8)
D = —38,57km

Dy =|D| senf =60km (sen 130°) =
=60km. (0,766 0)

r=yx)°+(y) =

r=y(2F +(1) =

=J5=223m
tan9=X=—=O,5
X
©=26,56°

67. Cuando ha volado 200 km, la distancia a
la que se encuentra el avién al norte del ae-
ropuerto es de 261 km.



68. Nombramos un tridngulo ABC, donde ubica-
mos los datos:

c - A
B"=45°
BC = altura del campanario = 70 metros.
CA = distancia del campanario al parque
Hallamos el segmento CA:
tan 45° = AC/BC
1=AC/70m
AC = 70 metros.
Area del triangulo:
A= (BC.AC) /2
Area = (70.70) /2
Area =70 m?.

69. En la figura representamos el desplazamien-
to d1 = 3 km hacia el Este, dibujado a partir del
origen del sistema de coordenadas (casa del
ejecutivo), en el punfo final del desplazamiento
dl, se coloca el punto inicial del desplazamien-
to d2, en el que d2 = 4 km hacia el Norte. Para
obtener el desplazamiento resultante se emplea
el método del tridngulo, por lo que se une el
punto inicial de d, con el punto final de d..

De la figura, se observa que se forma un tridngu-
lo rectdngulo; por esta razdn, para determinar la
magnitud del desplazamiento, se aplica el teo-
rema de Pitdgoras, y se obtiene:

N

0 €—

Sw

2 — 2+ 2 —_ 2 2
D" = d1 d2 , entonces, D = ,/d1+d2,
sustituyendo: D =,/(3km)* +(4km)’ =

= J9km? +16km)* =25km”.

Por lo tanto, el desplazamiento total que realiza
el ejecutivo es de 5 km.

70. Como en el gjercicio anterior, una vez fraza-
do el sistema de coordenadas, se dibujan los
desplazamientos d, y d, y, empleando el méto-
do del tridngulo, se determina el desplazamien-
o resultante D, como se ilustra en la figura; en
este caso, se tiene que el tridngulo es oblicudn-
gulo.

AQui no se puede emplear el tfeorema de Pitd-
goras, porgue el tridngulo no es rectdngulo, asi
que en este caso se recurre A la ley o teorema
de los cosenos para calcular la magnitud del
desplazamiento resultante:

D? = d12 + d22 - 2d1.d2. cos6, se tiene que d1 =5
km, d, = 6 km yf= 135°

D? = (5 km)2 +(6 km)2 —2(5 km)(6 km) .cos 135°
D* = 25 km® + 36 km®— 60 km?*(~ 0.7071)

D*= 61 km*+ 42.42 km* = 103.42 km*

D* = /103,42 km* = 10.16 km®

Para determinar , la direccién del desplaza-
mienfo resultante se emplea la ley de los senos,
y se obtiene:

seno _ senf
d

2

despejando a sen¢ y sustituyendo

senf . _ senl35°
D * 10,16km

se obtiene: sen o =

(6km) =

0.7071
10,16

anguloaresulta que: o = arc sen(0.4175) = sen™’

(0,417 5) = 24° 40",

,sena =0,417 5, asi que despejando el

Por lo tanto, la magnitud del desplazamiento re-
sultante es D = 10,16 km y su direccion es

6= 24° 40"
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' 71. Haciendo uso de un sistemna de coordena-

das se dibujan los vectores como se ilustra en
la figura, en la que se han colocado las fuerzas
coincidiendo en sus puntfos iniciales y luego se
trazan lineas paralelas a los mismas a partir de
los puntos finales. Para ferminar, se unen los pun-
tos iniciales con el punto que obtuvo con el cru-
ce de las lineas paralelas.

Y
A

400N 4

« ) <
600 N

A\

La figura que se forma es un fridngulo recténgu-
lo, asi que, aplicando el teorema de Pitdgoras y
sustituyendo, se tiene que:

R” = (600 N)2+ (400 N)2 = 360 000 N2+ 160
000 N?R?
= 520 000 N?, entonces, calculando la raiz se

tiene:R == 721.11N.

Para obtener la direccién de la fuerza resultante
se puede emplear las funciones, seno, coseno y
tangente, si se usa la fangente se obtiene:

tanf = 400N = 4 = 0,666 6 despejando el angulof
600N 6

6= arctan (0,666 6) = tan‘1(0,666 6) = 33° 40’

Por lo tanto, en este caso la magnitud de la fuer-
za resultante es 721.11 N y su direccién es 33° 40..

72. En este tipo de problemas se puede omitir el
sistema de coordenadas y dibujar simplemente
los vectores dados con sus magnitudes corres-
pondientes y senalando el dngulo que forman
entre si, como se muestra en la figura siguiente.

Se tiene que
F1 = 500N, F2 = 800 Nya =
120°. De la figura se obtiene quea + 3=
180°, asi quef3 = 60°. Al sustituir esta
informacién en la ley de los cosenos resulta:
R*= F*+ F’— 2FF cosf
2 2
R*= (5% 10°N) + (8x 10°N) - 2(5x 10°N)
(8x 10°N) coss0°
R®= 25x10°N+64 x 10°N*~80 x 10'N*(0.5)
R%= 89 x10*N*- 40 x 10*N?
= 49x 10°N°R == 7x 10°N = 700 N.
Para determinar la direccién, se calcula el an-
gulo, el cual se indica en la figura y se obtiene
empleando la ley de los senos:

senf _senf
E

2
Sustituyendo se obtiene:

,despejando sené

(0]
senf3 F,= sen60 (800N) = 0,8660
R 700N 700
senf = 0,989 7, entonces, despejando al angulo

Ose tienef = arc sen (0,989 7) =sen—1 (0,989 7) =

senf = (800)

81° 40'; por lo tanto, la magnitud de la fuerza
resultante es 700 N y su direccion es de 81° 40'.

73.Se tiene que F1= 500N, F2 = 800 Ny o =
120°, de la figura se obtiene quecr + = 180°,

asi quef8 = 603ustituyendo estd informacion
en la ley de los cosenos resulta:

74. Nnn
75.



' 76. Debemos hallar dos alturas e intersecarlas.

¢ La altura sobre el lado AC pasa por B y tiene
como vector director un vector normal de la recta

fi=(6, 10)

XY= oy 3y418=0
6 10

¢ La altura sobre el lado BC pasa por Ay tiene
como vector director un vector normal de la rec-
ta BC, es decir,

X +4 y—2

=3x-5y+22=0

5x—3y+18=0 3 7
SX=T—y=—=
3x—5y+22=0 2 2

0: —_3’Z
22

77. Las componentes del vector AB (2; -3) se ob-
fienen restando las componentes de los puntos
A'y B; por tanto, se trata de hallar las coordenao-
das del punto A, a partir de las coordenadas de
ABydeB (-1, 2).

Resolucién:  AB = (-1,2)- (AX, Ay) =
/ )
=(2-3)=(-12)-(A, A )=x=-3,y=5

78. Para obtener las componentes de (BA )
basta restar las cobrdenddas de
A=(-3,7)yB=(5,-4):

BA= ((-3-57-(-4)= (-8, 11)

El punto medio de los dos puntos es
-3+5 7-4

’

2 2

= el punto medio es (1%]

Para hallar las componentes del vector
primeramente hallamos sus coordenad

KB= (5—(—3)), (—4—7)= (8, —11), por tanto:
2.= (16, —22)

79.5ea C = (X, y).
a=AC=C-A==(x-3y-7)=(4, -5)=

= x=7,y=2= C= (72)
b+2=3-=(x-3,y-7)+ 2:(x+2y+3) =

_ (12’_15):>{x—3+2x+4=12 }=>

y—7+2y—6=-15
3x=11
3y=-14

3
80.AB=B—A= (-214) - (-14,9) = (125)=>

‘A—B‘ =y122+5? =169 =13

81. Sea v—v= (xy) entonces:

11 -14 (11 —14)
:>x=?,y—:>c= ——

W+3-v=(1,4)= (x,y)+ 3-(8-6)=(1,4)=
x+24=1
=
{y—18:4
82.w-3- v=(-3,5)-3-(1,4)=(=35)-(3,12) =
=-3.3+5.12=51
83.t=a-v+tb-w=(5-6)=a:(-1,2)+b-(2,-3)=

= 5=-a+2b =a=3,b=4
—6=2a-3b

84.a)(~40,9) =/(-40) +9* =1681 =41
_(~40,9)-(3,7) _
\( -40,9)|3, 7)|
~403+9-7
\/(_40)2_'_92 ‘\/32_'_72 =
57

= X =arccos
41458 (41x/_ j

c. (~40,9)-(1,10)=—40-1+9-10= 50

}:x=—23, y=22=w =(~23,22)

b) cos o

100,52°

d. Primero, normalizamos el vector (-40, 9) calcu-
lando su mddulo y dividiendo cada componen-
te entre este.

|(-40,9) =/(-40)* +9* =\1681 =41
- (—40 9 J
=Sv=
41 41
_(—40 9 J ( -80 18]
Como=| —,—
41 41 4141
85. Primero, calculamos los vectores que forman
el trigngulo:
AB=B-A= (3,10) - (65) = (-35)
BC=C-B= (1.2) - (3,10) = (-2, -8)
Ac=c-A= (1.2) - (65) = (-5, -3)
Ahora, calculamos los dngulos formados por es-
tos vectores:
O ~ (;B,E) _ O

0s A=r—-—=0= A =arccos(0)=90°
‘ABHAC‘

bsls (BC,AC) 34 -

34
=———==C(C=arccos| —— |=
’BC‘ ’AC’ V2312 (\/2312j
0

=B= 180° -A-C=180°-90°-45°=45°

_450
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Para finalizar...
1.

a. Un conjunto de vect ores equipolentes son li-
nealmente dependientes entre ellos. (verdadero)

b. En el plano, dos vectores no nulos de diferente
direccién siempre son linealmente independien-
fes.

c. Tres vectores del plano, no nulos y de diferente
direccidn, son linealmente independientes.

d. La suma de dos vectores con el mismo origen,
modulo y direccién es un vector cuyo mddulo es el
doble del médulo de los originales.

2. Mmmm
3. a.[AD]+[DB} = AB
b. [HA]—[AB] =BM
e[ |+ 8 |- c]=c
—_— 1 —_— _
d. [ABJ+E—[BD} =AM
4. Segun la grdfica dada las componentes de u
son (21),lasde v (-1,2) ylas de a (2.3)
Se trata de hallar dos numeros reales,
k yk,, de manera que: =k - +k v
Sustituimos las componentes correspondientes:
(23)=K," (2 1)+k, (-1.2)=
= (2K, k,)+(-k,, 2k, )=
=(2,3)= (2K, -k, k, +2k,)

Finalmente, igualamos componentes y obtenemos
el siguiente sistemai:

{2=2k1—k2}
3=k, +2k,

, 7 4
Resolvemos el sistema y obtenemos: k, = A vk, = T
Porlotanto:a=—- u+—-v

5 5

Las componentes de B(—6,4) l-) =k, 1-1+
Sustituimos las componentes;
(-6.4)=k - (2, 1)+k, (-12)=

= (2K, k, )+(-k,, 2k,) =
=(-6,4)=(2k, ~k,k, +2k,)

Finalmente, igualamos componentes y obtfenemos
el siguiente sistema:

{—6=2k1—k2}
4=k +2k,

-8 14
Resolvemos el sistema y obtenemosk, = —yk, =—.
-8 - 14 - > >
Porlotanto:b=?- u+?-v

Las componentes de E(—6,—3) E=k1- 1:+k,-\;
Sustituimos las componentes:

(-6.-3)=k," (2 1)+, (-1.2)=

= (2K, k, )+(~k, 2k,) = (~6,-3) =(2k, -k, k, +2k,)

Finalmente, igualamos componentes y obtenemos
el siguiente sistema:

{—6 =2k, —kz}
—3=k, +2k,
Resolvernos el sistema y obtenemos: K, = =3y k, =0.

Las componentes de 51(1,—3) & =k, ;1+ k- \3

Sustituimos las componentes:
(1-3)=k,- (2. 1)+k, (-1.2) = (2K, k, )+ (-k,, 2%, )=
=(1,-3)=(2k, -k, k, +2k,)

Finalmente, igualamos componentes y obtenemos
el siguiente sistema:

{1 =2k, -k, }
-3=k, +2k,
Resolvemos el sistema y obtenemos:

-1 28
k1 = ?ykz =?.

Porlotanto:a=;1- ﬁ+§§
5 5

5. Segun la gréfica dada las componentes de
uson(1,1), las de v=(1,-1) a(6, 0) b4, 2) c,(-5, 2)
;=k1- ﬁ+k2- v

a=3u+3-v;

b=3u+v;

- 3~ 7~

c=E—'u——-vV
2 2
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Zona WiFi

a. Las dieciséis direcciones de la rosa de los
vientos son: Norte, Sur, Este y Oeste, Nores-
te, Sureste, Suroeste y Noreste: Nor-noreste,
Este-noreste, Este-sureste, Sur-sureste, Sur-su-
roeste, Oeste-suroeste, Oeste-noroeste y Nor-
te-noroeste.

¢{Qué direccidn elige como origen?
La direccion norte es el dngulo 0° o 360°.

—,Qué dangulo tiene el resto de las direccio-
nes?

Angulos de 45

b. (Qué relacidn encuentras entre la representaciéon del viento y los vectores?

c. Dibuja los simbolos para iemporol huracanado, temporal, fresco, bonancible y calma.

Temporal huracanado:

temporal:

Arresco:Abononcible;/‘fcolmo: O

—A continuacion, describe las caracteristicas de cada uno de ellos.

Mar Tierra

temporal huracanao- | El aire estd lleno de espuma | Destruccidn fotal.

do y rociones. Enorme oleqje. Vi-
sibilidad casi nula.

temporal Grandes olas rompientes, | Se quiebran las copas de los drboles, circulacion de
franjas de espuma. personas dificultosa.

fresco Se forman olas grandes, cres- | Se mueven las ramas de los drboles, dificultad para
tas de espuma blanca (salpi- | mantener abierto el paraguas.
caduras frecuentes).

bonancible Pequenas olas creciendo, | Se levanta polvo y papeles, se agitan las copas de
cabrilleo numeroso vy fre- | los drboles.
cuente de las olas.

calma Mar como un espejo. Calma, el humo asciende verticalmente.
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--------------------- ~ RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO EN EL AULA
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UNIDAD 5

E',e. Contenidos

temdtico

1.Ecuaciones de la recta, ecuacién vectorial (170)

i 2. Punto medio de un segmento (171)

i 3. Ecuaciéon paramétrica de una recta (72)

i 4. Ecuacién general y explicita de la recta (173)

i 5. Ecuacion punto pendiente (174)

6. Posicion relativa entre rectas (175-176)

i 7.Incidencia (77)

i 8. Rectas secantes (178)

£ 9. Haces de rectas (179)

£ 10. Angulo entre las rectas (180)

i 11. Distancia entre dos puntos (181)

{12, Distancia de un punto a una recta (182)

13. Cdilculo directo de la distancia de un punto a una
recta (183)

{ 14. Distancia entre rectas paralelas (184)

15. Lugares geométricos (185)

i 16. Bisectriz de un dngulo (186)

i 17. Matemdticas y TIC Geogebr (187)

{ NUmeros reales i  Elementos del plano
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L~
Niveles y subniveles educativos

| ELEMENTOS DEL CURRICULO
g I

Criterio de evaluacién

Bachillerato general unificado

* Emplea vectores geométricos en el plano y operaciones en R2, con aplicaciones en
fisicay en la ecuacion de la recta; utiliza métodos graficos, analiticos y tecnoldgicos.

Indicadores para la evaluacién del criterio

* M.5.6.3. Determina la ecuacién de la recta de forma vectorial y paramétrica; iden-
fifica su pendiente, la distancia a un punto y la posicidon relativa entre dos rectas, la
ecuaciéon de una recta bisectriz, sus aplicaciones reales, la validez de sus resultados
y el aporte de las TIC.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mun-
dial, reflexionamos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para resolver
problemas en forma colaborativa e interdependiente aprovechando todos los recur-
sos e informacion posibles.

* Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en ofras, utilizamos vo-
rios lenguajes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con
responsabilidad nuestros discursos

* QI.5.5. Plantear actividades de emprendimiento en diversos dmbitos de su vida, eva-
luandolos riesgos e impactos que comportan a tfravés de la investigacion, con el
uso de las tecnologias y métodos cientificos, planificando de forma adecuada sus
proyectos.

« 0Ol.2.8. Construir hdbitos de organizacién en sus tareas y actividades cotidianas, pro-
poniendo razonamientos l6gicos y criticos.

Objetivos del drea por subnivel

* O.M.5.5. Valorar, sobre la base de un pensamiento critico, creativo, reflexivo y 1dgico, la
vinculacién de los conocimientos matemdticos con los de otras disciplinas cientificas
y los saberes ancestrales, para asi plantear soluciones a problemas de la realidad y
contribuir al desarrollo del entorno social, natural y cultural.
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Eje temdtico

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Destrezas con criterio de desempeno

Escribir y reconocer la ecuacién vectorial y paramétrica de una recta a partir de un

punto de la recta y un vector direccién, o a partir de dos puntos de la recta.

Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacion vectorial de la recta, :
para escribir la ecuacion cartesiana de la recta y la ecuacion general de la recta.

Determinar la posicion relativa de dos rectas en R2 (rectas paralelas, que se cortan, :
perpendiculares) en la resolucion de problemas (por ejemplo: tfrayectoria de avio- :

nes o de barcos para determinar si se inferceptan).

Aprendizajes bdsicos

Resolver y plantear aplicaciones de la ecuacién vectorial, paramétrica y cartesio-

na de la recta con apoyo de las TIC.

Determinar la ecuacién de la recta bisectriz de un dngulo como aplicacién de la

i distancia de un punto a una recta.

i Determinar la ecuacién vectorial de un plano a partir de un punto del plano y dos

vectores direccién; a partir de tres puntos del plano; a partir de una recta conteni- :

da en el plano y un punto.

i Determinar la ecuacién de la recta formada como interseccién de dos planos :
i como solucién del sistema de ecuaciones planteado por las ecuaciones de los :
i planos. :

M.5.2.9. Escribir y reconocer la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta a :
partir de un punto de la recta y un vector direccién, o a partir de dos puntos de la

recta.

M.5.2.10. Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacion vectorial de
la recta, para escribir la ecuacién cartesiana de la recta y la ecuaciéon general de

la recta.

M.5.2.11. Determinar la posicion relativa de dos rectas en R2 (rectas paralelas, que
se cortan, perpendiculares) en la resoluciéon de problemas (por ejemplo: trayecto-

ria de aviones o de barcos para determinar si se inferceptan).

Geometria

M.5.2.12. Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del
vector formado por el punto Py la proyeccién perpendicular del punto en la recta
P’, utilizando la condicién de ortogonalidad del vector direccién de la recta y el

vector pp) en la resolucién de problemas (distancia entre dos rectas paralelas).

i

M.5.2.13. Determinar la ecuacién de la recta bisectriz de un dngulo como aplica-

cién de la distancia de un punto a una recta.e

M.5.2.14. Resolver y plantear aplicaciones de la ecuacion vectorial, paramétrica y

cartesiana de la recta con apoyo de las TIC.

M.5.2.15. Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la
distancia entre dos puntos, el dngulo entfre dos vectores y la proyeccién ortogonal :
de un vector sobre otro, para resolver problemas geométricos, reales o hipotéticos, :

en R2.

N
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Ampliacion de contenidos
1. Lugar geométrico
Observa la figura de la derecha. Los puntos de la recta r, mediatriz
del segmento AB, tienen la propiedad de ser equidistantes de los
extremos del segmento.
Decimos que la mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico
de los puntos del plano que equidistan de Ay B.
Fijate ahora en esta figura. Los puntos de las rectas b1 y by, bisectrices
de los angulos determinados por s y t, tienen la propiedad de ser
equidistantes de s y t. Decimos que la bisectriz de un angulo es el
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los lados
del &ngulo.

AMPLIACION DE CONTENIDOS

Llamamos lugar geométrico al conjunto de puntos que cumplen una
propiedad determinada.

N
N

Ecuacién de un lugar geométrico

Si consideramos un sistema de referencia, podemos encontrar la expresion analitica de un lugar

geomeétrico, es decir, la ecuacion que satisfacen las coordenadas de todos sus puntos. Para ello, basta
tomar un punto cualquiera del lugar geométrico y expresar algebraicamente la propiedad que lo define.

Veamos algunos ejemplos.



Si seccionamos un cono por un plano, obtenemos diferentes tipos de curvas, dependiendo de la
inclinacion del plano. Observa:

Estas curvas se denominan cénicas. A continuacion estudiaremos estas curvas como lugares
geomeétricos del plano.

La circunferencia: La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un
punto fijo, llamado centro, es constante.

Elipse: La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos
fijos, llamados focos, es constante.

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos
fijos, llamados focos, es constante.

La parébola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo, llamado
foco, y de una recta fija, llamada directriz.

N
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Recurso para la evaluacion

. Laecuacion vectorial de la recta que pasa
por los puntos A(7, 3) y B(2, 2) es:
A. (X ¥)=(7,3) +1(5,1)
B. (X, y)= (-7,-3) + t(9,5)
C.(x,y)=(7,3) +t(-5,-1)

La ecuacion general de la recta que pasa por

" A(L-1)yB (0, 2es:

a.3x+y—-2=0
b.3x-y-1=0
c.3x-y+2=0

Divide el segmento determinado por A = (9,

1) y B = (15, 3) en tres partes iguales.

Indica las coordenadas de los puntos de
division.

Demuestra que los puntos: A(1, 7), B(4,6)
y C(1, -3) pertenecen a una circunferencia
de centro

1, 2).

Halla la distancia entre las rectas r y s en
los casos siguientes:

a.r2x+3y-3=0 b.r:3x—2y+7=0
S: —Xx+4y-5=0 S:6x—4y+1=0
Dado el triangulo de vértices A=(2,5), B=(-

1,2) y C=(-1,5), halla el lugar geométrico

de los puntos M tal que el area del triangulo
ABC sea la misma que la del triangulo
ABM.

. Por el punto A = (1, 6) trazamos la

perpendicular alarectar: 2x +y —2=0.
Halla un punto de esta perpendicular que
equidiste de Ay de larectar.

8. Sidos vértices de un triangulo equilatero son

los puntos A (-3,-2) y B(1,2), encuentra el

tercer vértice.

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa
por el punto donde se cortan las rectas 4x +

9y+7=0yx-6y—-23=0yel punto

P2 7).

10. Si A (3, 1), B(5, 7) y C(6, 4) son tres vértices
consecutivos de un paralelogramo, ¢cual es el
cuarto vertice?

11. Halla la longitud de la mediana que parte de
A en el triangulo de vértices A (-1, 4), B (6,
5) y C (10, —3). ¢ Coincide la mediana con la
altura en este caso? Justificalo.

12. Determina la ecuacion continua de la recta
que cumple estas condiciones.

a. Pasa por el punto (7, —1) y es
perpendicular a la recta.

b. Pasa por el punto (-4, 4) y es
perpendicular a la recta —2x +y + 7 =0.

13. En el triangulo de vértices A(2, 1), B(2,3) y
C(-1, 4). Halla:

a. La ecuacién de la mediana que pasa por A
b. La ecuacion de la mediatriz del lado AB
c. La ecuacion de la altura del vértice B

d. El area del triangulo

14. Halla la ecuacion de la recta perpendicular al
segmento de extremos A(0, -2) y B(1, 4) y
que pasa por el punto C(3, 0).

15. Estudia la posicién relativa de las rectas:
a)2x+5y-5=0 y3x-5y+5=0
b)3x+5y-5=0 y9x+15y+5=0

16. Halla para qué valor de c, la recta x—cy =-4c-
1 es coincidente con la recta que pasa por los
puntos P(-1, 4) y Q(2, 3).

17. Dada las rectas r: x - 4y +2 =0 y s: 2x-3y =-4:

a. Calcula su punto de corte.

b. Demuestra que el punto P(1, 2) pertenece a
s y calcula su simétrico respecto de la rectar.
¢. Calcula la ecuacién de la recta simétrica de
s respecto de larectar.

18. Calcula las rectas que pasan por el punto
P(1, 2) y que forman con la bisectriz del
primero y tercer cuadrantes un dngulo de 45°.

19. Dos vertices opuestos de un rombo ABOC
son los puntos A(6, 6) y O(0, 0). Halla las
coordenadas de B y de C sabiendo que el area
del rombo es de 24 unidades cuadradas.



20. Una paloma se encuentra en el punto (-7, 2)
y quiere volar hacia el punto (4, 3) pero
pasando por el eje de abscisas. Indica el
recorrido que debe realizar para que la
longitud total del trayecto sea minima.

21. Halla las ecuaciones y los vértices de un
triangulo ABC si sabemos que A = (3, 11), la
mediatriz del lado AB es r:-3x-11y=- 65,otra
de sus rectas notables es s : -3x - 11y = - 37,
y su area es 40,5 u2.

22. El teorema de la bisectriz dice: «La

bisectriz de un angulo interior de un triangulo

divide el lado opuesto en partes que son
proporcionales a los otros dos lados». Halla
el lado D del siguiente triangulo y com-
prueba que se verifica el teorema de la
bisectriz:

Bisedtriz | | CE4,t1)

Donde A=(-2,2),B=(0,5)yC = (4, -1).
23.  Uno de los didmetros de una
circunferencia es el segmento AB de
extremos A = (3, 0) y B=(3, —4).Halla:

a) El centro y el radio de la circunferencia.
b) Uno de los extremos de un diametro de la
circunferencia si el otro extremo es el punto D =
(1,-2).
24. Tenemos un triangulo de ‘
vértices A(4, 9), B(11, 10)
y C(9, 4).
Comprueba que es un
triangulo isosceles. Trazamos
una recta paralela al lado A 8
desigual, pasando por (7, 6), y
se forma un trapecio isdsceles. Determina su
area.

25. Ania y Valeria se estan mirando, una a la
otra, a través de un espejo situado segin la
recta de ecuacion y=—x + 2. Valeria se
encuentra en el punto (=9, —1) y Aniaen
(=4, 3). {Qué coordenadas tiene el punto M
al que miran?

26. Los puntos A (-1, -2); B (1,1); C(4,0) son
tres coordenadas de un paralelogramo,
calcula las coordenadas del cuarto vertice.

Si llamamos D al cuarto vértice hay que
considerar tres posibilidades: paralelogramo
ABCD; paralelogramo ABDC,;
paralelogramo ACBD

27. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el
punto A(2,1) y:

a. Forma un angulo de 120° con el semieje
positivo OX.

b. Es paralela al eje OX.

c. Es paralela al eje OY.
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los puntos A(7, 3) y B(2,2) es C) (x, y) =
(7,3) +t(-5,-1)

2. La ecuacion general de la recta que pasa por
Al -1)yB(0,2es: A)3x+y—2=0

3.C=11,53,D=13,73

4. Si O es el centro de la circunferencia las
distancias de O a A, B, C y D deben ser
iguales: d(O,A)=5, d(O,B)=5, d(O,C)=5,

Recurso para la evaluacion

AB=V10
5.a) d(r, ) = 0 b)) d(r, s) = %

6. Triangulo ABC: base= v/18, Altura = d(C,
_ 3
AB)=—
Tridngulo ABM, M = (X, y):
* Base = d(A,B) =18

_lx—y+3]  _ |x—y+3|
AItura:d(M,AB)-m_ vz
=|x-y+3|=3

7.

8. Coordenadas del tercer vértice:
c(-L123+2) y(—];—2«/§ + 2)
9. y+ 10 X — 4l =0

3 3
10. El cuarto vértice es D (4,-2)
11. AM =v/90
12.

Prohibida su reproduccion
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SOLUCH

1. La ecuacion vectorial de la recta que pasa por

13, a)5x+3y—13=0 b)y=2
Ox—y+1=0 d) Area =3 u?

14. AB= (1, 6) es un vector normal a la recta.

Por tanto, la ecuacion de la recta es de la forma

Xx_6y_k_O0.

Como pasa por el punto C,hadeser3_k_0=

k 3. Por tanto, la ecuacion pedida es x _ 6y _

3_0.

15. a) son rectas secantes. Se cortan en: P(0 1).

b) son rectas paralelas.

16. c=-3

17. a) El punto de corte es: Q(-2, 0)
C)6x+6ly+12=0

18. Larecta buscadaesy_2.

Ademas, la recta vertical x _ 1 también forma un

angulo de 45 con la bisectriz del primer

cuadrante.

19. B(5, 1), C(1,5)

20. El trayecto ha de ser PMQ. Las coordenadas

de M han de ser M(-13/5, 0)

21. A=(3,11),B=(-6,5),C=(0,0), rl: - 2x

+3y-27=0,r2:5x+6y=0,r3:-11x+3y =0

22. Las coordenadas del lado D = (0, 1)

23. El centro de la circunferencia es el punto C

=(3,-2) yel radio es 2.

24.12, 8 u?

25. El punto de corte es: —13/5, 23/5

26. a. sea paralelogramo ABCD: D (2, -3)

b) sea paralelogramo ABDC: D (6, 3)

c) sea paralelogramo ACBD D (-4, -1)

278)V3-x+y—1+2/3=0

b)y=1 Cx=2



1. Averigua la posicion relativa de las rectas r
ys.
a.rn2x—3y+1=0;s:-3x+2y—2=0
b.r:—=3x +5y -4 =0; s: 6x —10y +7 =0
C.n5x—-3y+2=0;s:-5x+3y—2=0

2. Halla la ecuacion de la recta perpendicular
ar: y=3x— 6, y que pasa por el punto
A=(2,0).

3. Halla el lugar geométrico de los puntos del
plano cuya suma de los cuadrados de sus
distancias a los puntos A (2, 1) y B (0, 5) es
igual a 10 unidades.

4. El area de un triangulo es 10 u? Dos de sus
vértices son A (1, 2) y B (- 3, - 2). El tercer
vértice esta en el eje OX. Obtén el
triangulo.

5. Calcula la ecuacién de las rectas que pasan
por los siguientes pares de puntos:
a.P=(1,0yQ=(0,3)
b.P=(52yQ=(,-4)

6. Dado el tridngulo ABC donde A = (-2, - 4),
B=(2,-1) yC=(-1,5), calcula:

a. La mediatriz del lado AB.

b. La altura desde el vértice C.

c. La mediana desde el vértice B.

d. El punto simétrico de C respecto del
lado AB.

e. El area del triangulo.

7. Determina si los siguientes pares de rectas
son secantes, paralelas o coincidentes. En el
caso de ser secantes, calcula las coordenadas
de su punto de corte; y si son paralelas,
calcula la distancia entre ellas.

a.r:—2x+y+5:05:%:ﬂ
L x=142k
b.r.y—2x+7s.y:3+4k},keR

8. Dados los puntos A(2,-1), B(-3,4) y
C(0,-8):

a. Halla el punto medio del segmento de
extremos Ay B.
b. Halla el simétrico de B con respecto a C.

9. El punto medio del segmento AB es M
(2,-1). Halla las coordenadas de A, sabiendo
que B (-3, 2).

10. Halla el area del triangulo de vértices: A(3,
1) B(G, _2) C(O! _4)

[ %]

H
L

11. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el
punto P (2,3) y es:
a. Paralelaal eje X.
b.Paralela al eje .
c. Paralela a la bisectriz del primer
cuadrante.
d. Paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante.
e. Paralela a la recta de ecuacion: 5x+2y = 0.
12. Di si las siguientes rectas son secantes,
paralelas o coincidentes:

. {3x +2y -5 =0
3x +2y +7 =0

b{x +3y -4 =0
X 42y -5 =0

5 {x +y -3 =0
2x +2y -6 =0

N
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13. Los puntos A(1, 2) y D(5, 4) representan los
vértices opuestos de un cuadrado:

a. Calcula el punto medio, M, de la diagonal,
AD, del cuadrado (M sera el centro del
cuadrado).

b. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por
M vy es perpendicular a la diagonal AD.

c. Calcula las coordenadas de los otros dos
vertices B y C del cuadrado.

14. Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD
si A= (3, 4); B es el punto simétrico de A
respecto de la bisectriz del primer cuadrante;
C, el simétrico de B respecto del eje de
ordenadas, y D, el simétrico de C respecto del
eje de abscisas.
Y&

D

15. Halla la distancia del punto P(2, 2) a la
recta paralela al eje de abscisas que pasa por
el punto Q(3, 4).

16. Determina si el triangulo cuyos vértices son

17.

A(2,2),B (5, 6)yC (-2, 5) es equilatero,
isdsceles o rectangulo. Calcula el valor de la
altura correspondiente al vértice A y utilizalo
para calcular el area del tridngulo.

Dado el triangulo de vértices A(0, 0), B(4, -2)
y C(-2, 6), calcula:

a. Su area.

b. El 4ngulo B.

c. El punto simétrico

de C respecto de AB.

18. Considera el

siguiente rectangulo

del plano:

a. SiA(0,0)yB (3, 4), calcula la longitud de
AB.

b. Determina las coordenadas del vértice C
sabiendo que la

longitud del lado

CA es doble de

la de AB.

c. Calcula las

coordenadas del

vértice D.



SOLUCIONARIO

1. a. Secantes, b. paralelas, c. coincidentes
1 1 2
2.y-0=--(x-2)=y=--X+z
3.x2+y2-2x-6y+10=0
4.C=(4,000C=(-6,0)
5.a)~+2=1b)3x-2y-11=0
173 -139

6.a)-4x-3y=7,5;b)6,6u;c)-15x-3,5y=0,5;d) C'(E'?); e) 16,5 u?
7. a. Las rectas son secantes ya que los vectores directores no son proporcionales.
b. Las rectas son paralelas ya que los vectores directores son proporcionales.

8. a. El punto medio es: M (—%%)
b. Llamamos B'(x, y) al simétrico de B con respecto a C. Si B' es simétrico de B respecto de C, tiene
que cumplirse que: BC = CB'. Entonces B'(3, —20)
9.A(7,-4)
10. A =12u?
1la. y=3;b.x=2;c.y=x+1;d. y=-x+5;e.5x+2y-16=0
12.a. Paralelasb) Secantes  ¢) Coincidentes
13. a. M (3, 3); b. AD = (4, 2), luego la recta es de la forma: 4x + 2y+ C=0
La recta pedida es 4x +2y- 18 =0 =2x+y-9=0.
c. El vector AM= (2, 1). Dos vectores perpendiculares y del mismo médulo son: 4 (-1,2) y ¥ (1, -2)
En concreto, B (4, 1) y C (2, 5), porque B debe estar a la derecha y hacia abajo respecto de M.
14. Las coordenadas de los puntos son: B (4, 3); C (-4, 3) y D (-4,-3); por lo tanto, el perimetro:
P=16+6v2u
15. La distancia es d=2.
16. Como AB (3, 4) y AC= (-4, 3), es rectangulo en A. La longitud correspondiente a estos lados es 5.
Por tanto, es isosceles.
Como BC = (-7,-1), la recta perpendicular a BC que pasa por A es: 7x+y-16=0. La proyeccion ortogonal
de A sobre esta recta es el punto de interseccion de esta recta con la que pasa por BC, es decir, x-y+37=0.
Este punto es: A= (3/2, 11/2).
La longitud de la altura es el mddulo del vector AA, h=5.
El area del triangulo sera: A=12,5 u®.
17. a) Area=10 u>  ; b) El 4ngulo buscado es, por tanto: B=26,57°.
c. Calculando la proyeccion ortogonal de C sobre AB se obtiene Co(-4, 2), por lo que C’(-6, -2).
18.
a. |AB|=5u
b.La recta determinada por C y A es perpendicular al vector AB = (3, 4). Por tanto:
AC = (-4, 3)
Como esta recta pasa por (0, 0), tiene por ecuacion:
3X+4y=0
c. Sobre la recta AC, un punto que esté a 10 unidades de distancia del origen ha de tener por
coordenadas (8, 6), es decir, C (8, 6).
d. Se ha de cumplir que: AB = CD; es decir, D = (-5, 10).
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CICLO DEL APRENDIZAJE

: Representacion de rectas en el plano
' a partir de sus coordenadas, su ecua-
1 Cién o de otros datos.

..I
. Resolucion de problemas de applica-
: cién concreta de elementos del plano
'_(puntos, rectas, dangulos

' Uso de diogramas que resuman 10s
| principales conceptos, propiedades
: ...e, Y Procedimientos con ecuaciones de
' una recta, punfos notables, distancias.

1 .
i Uso de softwares que refuercen la apli-
. cacion de los elementos del plano.

¢Como y cudndo se puede aplicar el
cdlculo de elementos del plano en la
vida cofidicana?

mas, de los elementos de un plano.

Reflexion y andlisis sobre la aplicaciéon
de puntos y rectas en el entorno, para

I
|
|
|
1
|
|
I o s . .
i Identificacion, en ejercicios o proble-
1
|
|
|
|
|
. calcular distancias, dngulos, etc.

I

el qué es importante el uso y aplica-

1 cién del plano?
|

. . L.
| Planfeamiento y resolucién de proble-
| mas de aplicacion de los elementos
1 del plato.
|
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---------- BANCO DE PREGUNTAS

T TR

1. Halla un punto de la recta r: x+y-1=0 cuya distancia al punto Q = (5, 2) sea 3v/2 unidades.
2. Determina si los siguientes puntos estan alineados y, en el caso de que lo estén, averigua la

ecuacion de la recta a la que pertenecen.
a. A(1, 6), B(-2, 0) y C(1/2, 5)
b. A(1, 2), B(-3, 3) y C(-1, 4) A, By C estan alineados, puesto que pertenecen a la misma recta b. No estan

alineados, puesto que el punto C no pertenece a la recta que pasa por Ay B,
3. Halla el area limitada por la recta 5x+y-5 = 0 el eje de abscisas y el eje de ordenadas. 5/2 u?
4. Sear larecta de ecuacion 3x-5y+2=0. Determina las ecuaciones de las rectas paralela y

10.

perpendicular a r que pasen por el punto (-15, 4).Paralela: 3x - 5y + 65 = 0; perpendicular: 5x +3y + 63=
0

De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de tres vértices: A es el origen de coordenadas,
B(4, 1) y D(1, 4).

a. Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C.

b. Comprueba, analiticamente, que las diagonales son perpendiculares y que se cortan en su punto
medio. a. C(5, 5).

. Considera el triangulo formado por el eje de ordenadas y las siguientes rectas de ecuaciones:

2x-y-1=0
X+2y-8=0
Calcula su perimetro y su area. Perimetro =5+ 3v5; A=512

. Dadas las rectas ax+(a +2) y=a + 2 y x + ay + 3, donde a es un parametro.

a. Calcula un vector director de cada una de estas rectas.

b. Halla los valores de a para los que las rectas son paralelas.

c. Calcula los valores de a para los cuales las rectas son perpendiculares.

d. Calcula la distancia que hay entre las dos rectas cuando a =2.

a.v.(-a-2,a) y v (-a, 1); b. Las rectas son paralelas si sus vectores son proporcionales: a = 2, a=-1; c) Las

. . . 1
rectas son perpendiculares si el producto escalar de sus vectores directores es cero: a=0, a=-3; d(r, s) =z

. Determina las ecuaciones de las rectas que distan 7 unidades del punto P(3, 5) y son perpendiculares

a la recta cuya ecuacion es 3x-4y+6 = 0. Sol. Las dos rectas son: 4x+3y+8=0y 4x+3y-62=0.

. Considera los puntos O(0, 0) y A(9, 12). Una persona situada en el punto O viaja en linea recta hacia

A.

a. ¢ Qué distancia recorre para ir de O hasta A?

b. Escribe la ecuacidn de la recta que sigue en este camino.

¢. Cuando lleva la tercera parte de recorrido, ¢qué coordenadas seran las del punto P en que se
encuentre?

d. Si cuando llega al punto P decide dirigirse hacia un punto Q de coordenadas Q(7, 1), ;qué angulo
debera girar respecto de la trayectoria que seguia?

a.d=15u; b. 4x - 3y= 0; c. P tiene por coordenadas (3, 4); d. el angulo que indica el cambio de direccion es
de 90°

Halla la ecuacion de la recta que pasa por (6, 2) y forma un triangulo de 27 u? con los ejes de

coordenadas. v =6 -gx.
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RECURSOS PROPIOS DEL AREA

ol B

La incorporacion de herramientas tecnoldgicas como recurso didactico para el aprendizaje de las
matematicas, especialmente en el caso de que se apliquen estos recursos dentro y fuera del aula.

Asi, las principales herramientas TIC disponibles y algunos ejemplos de sus utilidades concretas son:

e Utilizacion de herramientas simples de algin programa de disefio grafico.
Como Mathlab, Desmos, Derive, especialmente en esta unidad, para graficar funciones.

e Uso y aplicacion de calculadoras gréaficas.

e Uso de procesadores de texto para redactar, revisar la ortografia, hacer resimenes, afiadir
titulos, imagenes, hipervinculos, graficos y esquemas sencillos, etc.

e Usos sencillos de las hojas de calculo para organizar la informacion (datos) y presentarla,
en ocasiones, de forma gréfica.

e Usos simples de bases de datos.

e Utilizacion de programas de correo electronico.

e Usos y opciones bésicas de los programas navegadores.

* Acceso, entre otras muchas utilidades, a las noticias de prensa (prensa digital) para establecer
comparaciones, recabar informacion actualizada, etc., o para investigaciones bibliogréficas.

* Uso de buscadores:

» Extraccion de informacién (enlaces) a partir de los propios directorios de cada buscador principal.
» Uso de los recursos de busqueda por términos clave en bisquedas simples y avanzadas.

* Usos sencillos de programas de presentacion (PowerPoint o similares): trabajos multimedia,
presentaciones creativas de contenidos, esquemas, o realizacion de diapositivas.

» Uso de los recursos de busqueda por términos clave en bisquedas simples y avanzadas.

» Creacion y organizacion de listas de favoritos, asi como seguimiento y actualizacion de la informacién
de las distintas URL consultadas.

— Uso de enciclopedias virtuales (cd y www).

— Uso de periféricos: escaner, impresoras, etc.

— Puesta en préctica de videoconferencias, chats...

— Usos sencillos de programas de presentacién (Powerpoint o similares): trabajos multimedia,
presentaciones creativas de textos.
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q Orientacién diddctica

Proponga alos estudiantes la lectura de las sec-
ciones Noficia y video como introduccién de la
unidad y la posterior elaboracién de los resime-
nes y esquemas correspondientes a esta estos.

Si lo considera conveniente, forme grupos de
frabajo para que busquen informacion sobre el
teorema de Napoledn y expliquen con sus pala-
bras en qué consiste. A continuacion, elaboren
una presentacion que explique este teorema y
gue demuestre que se verifica para el fridngulo
de vértices A=(8,0),B=(0,6)y C=(3, 1).

Proponga a sus estudiantes un cologuio basa-
do en el gjercicio 36 de la pdgina 283 del libro
del estudiante. Asi, el tema del coloquio puede
ser. Causas y consecuencias de los incendios
forestales. ¢Puede la matemdtica ayudarnos a
identificar los problemas que afectan al medio
ambiente?

Previamente, cada participante puede recoger
sugerencias de un grupo de personas del publi-
coy exponerlas a lo largo del coloqguio.

Es convenienfe que los estudianfes distingan
las diferentes formas de expresar una recta, asi
como sus posiciones relativas. También es nece-

sario asegurarse de que los estudiantes tienen clo-

ra la diferencia entre cada tipo de ecuacion, y cémo hallar cada elemento del plano. Se sugiere
partir de ejemplos concretos, con sus aplicaciones en geometria.

En contfexto:

a. Respuesta abierta a modo de reflexion individual que puede servir como introducciéon a los ele-

mentos del plano.

b. Respuestas sugeridas:

* El camino mds corto no es siempre el mds rdpido, ya que no depende solo de la longitud del
camino sino fambién de la velocidad de la particula.

* Significa que fodas las trayectorias de la curva tienen la misma duracién, independientemente

del punto de la curva donde comiencen.

* Eltiempo que empleard una particula en resbalar hasta llegar a la posicidén de equilibrio es-
table es independiente de la posicién inicial de la particula sobre la trayectoria cicloidal.
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' Solucionario

Ejercicio 1
La ecuacion vectorial de la recta

= (-3 ()

b: (x,y) = (—8;=5) +k (33)

Ejercicio 2
* Vectorial: (x,y) =(0,-1) +k (-1, 2), k € R
. x=-k
. Parametrlca.{y 142k k € R
« Continua; X2 =¥=CD o X _y*1
+1 2 -1 2
-General:_—1:y7=>=>2x+y+1:0
* Explicita: :_11:%1:>2x+y+1=o:>y:
—2x—1

* Punto-pendiente:
m===-2=y+1=-2(x-0)=-2x

x=0>=>y=-1 X
* Candnica: 1 4+ X =1
y=0=>x=—5 —1/2 = R
Pagina 171
Solucionario
Ejercicio 3 0= 10 =7+ b,
Recuerda que el punto medio de un segmento lo o= —1+by = _4=-1+ by}
divide en dos partes iguales. Asi, en un 2
segmento de extremos A y B, su punto medio M =bx =3, by = -3, por tanto B(3,-3)
verifica que: Ejercicio 6
_(P1+d1 Pz+qy Hallamos las coordenadas del punto M, punto
(m1,m)—(—,—) 2410 7-1
S F 1 medio de PQ, M( ; 2):(4,3)
——+=> =4= 1
a) Ma =< Pyt 2) = (5, 2) Luego hallamos las coordenadas de N, que
, es el punto medio de PM:
—-+0_0-5 _(_1 7 2+4 7+3
b)MB< 2 2 _( 4’ 4) N( 2 ) (1,5)
i Ejercicio 7
Ejercicio 4 .
) 09— 5 15-5 Sustituyendo las coordenadas del punto M y de
i MB( . . ) = (=7,10) los puntos (x, -2) y 6, y).
3 6 -2
g EjerC|C|o_;5_ 5 15— (5, -3)= (X i - y), luego formamos un
5 Mag __( 2 ) = (=75 sistema de ecuaciones a partir de esta expresion:
5 A partir de la expre3|on (mg, mz) 5 X+t 6
3 = (Pt P2vay itui ~ 72 10=x+6 }
3 —( R ) sustituimos las coordenadas g2ty = _6=—2+y]~
g del segmento AB y del punto A para obtener las -2
coordenadas de B. =>Xx=4,y=-4
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Solucionario

Ejercicio 8

Para conocer si los puntos dados inciden o pertenecen a
la recta los sustituimos en la ecuacién dada: y = 2x — 5.
A(1,1):1=21-5=1=2-5=1=%-3
B(3,1):1=235=1=6-5=>1=1
C(5,5):5=25-5=5=10-5=5=5

D (12, 13):5=25-5=+=1-5= -4

Por tanto solo los puntos B y C son incidentes en la
recta.

Ejercicio 9

Para que el punto k pertenezca a la recta, debemos
comprobar que sus coordenadas satisfagan la igualdad,
por tanto lo reemplazamos en ella:
3k.(-1)-5.4)+1=0=-3k-20+1=0=3k=-19
= k=-19/3

Ejercicio 10

Los puntos incidentes con los ejes son (0,y) y (x,0) ,por
tanto los sustituimos en la ecuacion:
x,0):2x-3.0=6=>x=3
0,y):20-3y=6=y=-2.

Luego los puntos son (3, 0) y (0, -2).

Ejercicio 11

En la demostracion de la unidad se utiliza que por ser PHA

un tridngulo rectangulo, donde P (p, g) es el punto, A (a, b)

un punto de larectary H el punto de corte entre ry su

perpendicular pasando por P, se cumple que d(P, r) =

PH|= TPA. —=—
" [PA||T

solo utiliza la proyeccion de

AP (p-a,q-h).

Ejercicio 12

Calculamos el punto de corte entre r y s:

y en la demostracion de esta pagina
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. Solucionario

Ejercicio 13

La recta r estd expresada en forma vectorial; un
punto que pasa por esta recta es P = (0, 1). Por
otro lado, la ecuacion general de la recta s es 4x
+6y+2=0.
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x—=0_y—-(-3) x y+3

2~ 3 2 3
b. La recta pasa por el punto B y tiene como
vector director:
BA=(4,-2)=2-2,-1)>
Y =11+_21i‘}, kelR
a. Ecuacién paramétrica = P = (-3, 0), u'=
2,-1)
b. Ecuacion continua = P = (2, —1), w'= (3,
4)
c.x=2=>P=(2,0),u=(-B,A)=(0,1)
a.y=-3x +3 b.3x-2y-11=0
Calculamos las diagonales:
* Diagonal AC: Pasa por el punto A y tiene

como vector director
x+3

AC=(T1)=> =2 =2"= x+Ty=24
* Diagonal AD. Pasa por el punto A y tiene

como vector director
X+3

AD = (5,-8)= > =12 3x+5y=6
* Diagonal BD: Pasa por el punto By tiene
como vector director

6. La recta pasa por Ay tiene como vector
director un vector normal de la recta s, es

decir:

n=(23) =>"T‘1=YT‘3=>3x—2y+3=o

Entonces:

X= 0=>y—— y=0=x=-1 =>—1+m—1
7. a. LarectaOXeslarectay=0= P =(2,0),

Uox = (1, 0).

LarectaOY eslarectax=0=P =(0, 2),
V oy — (0,1)
b. La bisectriz B13esx=y = P = (1, 1), Wa1s
=(-B,A)=(1,12).
La bisectriz B24 es x =—y = P (1, 1), Zs2
=(-B,A)=(-1,1).
8.  Lado AB: Pasa por el punto A y tiene como
vector director
AB=(62) > =5 x-3y+11=0
* Lado AC: Pasa por el punto A'y tiene como
vector director
AB = (6,-5) >—= :5x+6y 8=0
* Lado BC: Pasa por el punto By tiene como
vector director
BC = (0, —7). Entonces, la recta BC es x = 4.

x+2y3

* La mediana AMy, donde M -(4%4 %) =
(4, 3/2) es el punto medio del lado BC, pasa por
Ay su vector director es

AM: = (6, - 3/2) = X+2%=>x+4y—10:0.
_(~2+4 3-2) _
» La mediana BM_, donde Mz—( S )—

(1,1/2) es el punto medio del lado AC, pasa por

B y su vector director es BMZ
:>x 4_y-5

-3 -9/2
=3x—2y—-2=0
« La mediana CMs, donde M3 (_2; : 3T+5) =
(1, 4) es el punto medio del lado AB, pasa por C

y su vector director es CM5 =

y—”:,s—zx y+6=0.

(-3, - 9/2)
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9. Seay-4=m(x+ 3) larecta que pasa por el
punto A. Como la recta corta los ejes de
coordenadas, tenemos que:
X=0=>y=3m+4=B=(0,3m+4)

_ _ —4-3m _(-4-3m
y=0=x= =>C—( - ,0)
d(B,0) =d(C,0) = /(3m + 4)2= ( - 3“‘)
—4-3m
3m+4=—2 {E‘»m2+7m+4:0:>
3m—4=23"""(3m?*+m-4=0

m

m=-1,m=—4/3

{ m=1m=—4/3

y—4=-1x+3) (x+y—-1=0
{y—4= 1(x +3) :{x—y+7=0
Nota: No consideramos el valor m = -4/3, ya que
el resultado es una recta que corta en el origen
de coordenadas Y, entonces, la distancia a cada
punto de corte seria cero.

10. a. La recta a pasa por los puntos A = (-8, 0)

y B =(0, 4) y su vector director es

AB=(8,4) = a: X:;S:Z
b. La recta b pasa por los puntos A=(-3,0) y B
= (0, -4) y su vector director es:
AB=(3,~4)=b: =L 4x-3y=12

c.Larectacesy= 11 que es paralela al eje X.
d. Larectadesx =7, que es paralela al eje Y.

e. Larecta e pasa por los puntos A= (0,0) yB =
(7; 7,5) y su vector director es:

AB = (7,7,5) = e:§:%=> ~7,5x+ 7y =0
f. LarectafpasaporA=(-18,0)yB=(0,7)y
su vector director es

AB= (187):>f"+18 = 5 7x - 18y =126

11. Larecta AB es y—11 que es paralela al eje X.

La recta BC pasa por el punto B y tiene como
vector director

BC = (—4 —4) =
Xx—8 8 y

4 B -
La recta CD esy =7, quees paralela al eje X.
La recta DE pasa por el punto D y tiene como
vector director
DE = (-2, -3) = 7y- 7=>3x 2y -7=0.

La recta EJ pasa por el punto E y tiene como
vector director

T2 x4 3y - 720,
La recta EF pasa por el punto E y tiene como
vector director
EF=(6,-3) > ==L x+2y-13=0,
La recta FG pasa por el punto F y tiene como
vector director
FG=(-2,—4) >—— :>2x y—21=0.
La recta AH pasa por el punto A'y tiene como
vector director
AH=(-2,-3) 1=
0.
* La recta HI pasa por el punto H y tiene como
vector director
HI =1, —11)=> =>11x+y 140 =0.
* La recta KL pasa por el punto Ky tiene como
vector director
KL= (1, ~1) 55 ===
e Larecta LM esy =9, que es paralela al eje X.
12. Seay-2=m(x - 2) recta corta con los
semiejes positivos, tenemos que:
Xx=0=>y=-2m+2=A=(0,2m+2)
y=0=~x=_2+2m: B=(_2;2m,0)

Imponemos la condicién del enunciado:

x11y1

— =Y -2y - 20 =

12y8

y —10

d(0,A).d(0,B)

=9=>
2
- 3 [(z2tzm)? _
J=2m+ 2) ( = ) - 18>
= om+2="2" a2+ 10m+4=0>

-1
=>Mm = —2,m2 = 7

my:y—2=-2x—2)=2x+y=6
{ =>x+2y=6

1
my:y—2= ~ 3D
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13. Calculamos las rectas r y s:
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e Larectar pasa por Ay su vector director

es el de larecta BC
BC=(-10,-10) 5= =2 5 x -y +9=0
e Larectas pasa por By tiene como vector
director un vector normal de r:
X—13_y -8

16. Calculamos los vértices del triangulo:

*MA es el punto medio entre B y C, entonces:
MA=1/2B+C)=(3,7) > bi+c1=6,bx+c2=
14

*MB es el punto medio entre A y C, entonces:

n=(,-1)= _—1:>x+y—21=0 MB =1/2(A + C) = (12,10) a1+ c1 = 24,8, +
X—y+9=0} P B c2=20

x+y—21=0 =>Xx=6,y=15=>D= .

(6,15) *MC es el punto medio entre Ay B, entonces:

14. Para saber si es posible unir los puntos de
riego en una linea recta se ha de comprobar
si los puntos A, B y C estan alineados.

Es decir, si se cumple que:

Por tanto, es posible unir los tres puntos en
una linea recta.

15. Calculamos los vértices del rombo:
cA={x+2y—-16=0} N {3x+4y—52=
0} =A=(4,10)
» La recta perpendicular a la ecuacién de la
diagonal es otra de las diagonales del
rombo. Esta recta pasa por Q y tiene vector
director:

= B = (14,15)
* Q es el punto medio del segmento AC,
entonces:

=>C=(12,4)
* Q es el punto medio del segmento BD,
entonces:

=>D=(2,-1)

namimmnmmm

MC=12(A+B)=(7,-3)=ar+bi1=14,a, +
b, =-6

Resolviendo este sistema de ecuaciones
resulta:
a1=16,b1=-2,c1=8,a2=0,b2=—6,c2=20
= A=(16,0),B=(-2,-6),C =(8,20)
Calculamos las ecuaciones de los lados del
triangulo:

« Larecta r pasa por MA y tiene como vector
director

—_ x =3 + 5t

M;C== (513) :{y S teR

* La recta p pasa por MB y tiene como vector
director

WA = (4, -10) = 2(2, -5) =>{

€R
* La recta s pasa por MC y tiene como vector
director

x= 12+ 2t

y=10—5¢ "

N x=7+3t
McB = (-9, -3) = 3(3,1):{y=_3+1t,t
€ R
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17. Sear:y -2 =mx larecta que pasa por el
punto A y sean B y C los puntos de corte de
r con las otras dos rectas. Entonces:

D Posicion relativa de dos rectas

18. U, =(3,2), us=(n+1,n)
3 2

B3 -2 p=2

n+1 n

19. a.ur=(-1,3),us = (-2, 1) = Las rectas
son secantes ya que los vectores directores no

son proporcionales. Calculamos el punto de
interseccion P entre las dos rectas:

.ur=1(2,3),us = (-1, 3) = Las rectas son
acantes porque los vectores directores no son
roporcionales.

_(3x =2y +1=0
- { y = —3x + 2
(1/3,1)

.ur=(—1,7),ds= (-1, 7) = Las rectas son

aralelas porque los vectores directores son

juales.

.ur = (1, -1), us = (-2, 3) = Las rectas son

acantes porque los vectores directores no son

roporcionales. Calculamos el punto de

1terseccion P:

=>x=1/3,y=1=>P

20. Las rectas r y s son paralelas si
e N ) |
7 k 2 2
21. Para saber si los dos submarinos chocaran
en algin momento, se debe calcular si las
trayectorias que siguen dichos submarinos
se cortan 0 no. U1= (-3, 4), U= (-3,4) =
Los vectores directores son iguales, de
modo que las trayectorias seguidas son
paralelas y, por lo tanto, no se cortan.

22. Respuesta sugerida:
e Ejemplo 1: Seanr: 2x+3y—-5=0ys: 2x -
3y + 3 =0, como 2/2 es distinto de 3/-3, las
rectas son secantes.
e Ejemplo 2: Seanr: 5x-2y+1=0ys: 10x -
4x + 3 =0, como 5/10 = -2/-4 y distinto de 1/:
las rectas son paralelas.

23. ur=(5,3),us=(k, 10) > rir=(-3,5) y
s, 7ir han de ser proporcionales
=2-7r=2-(-3,5=(-6,10) > k=6

24. Ecuacion punto-pendiente: y + 3 = m(x - 2)
meRyx=2.

25. Ur=(2,1), Us =(-1,3)=>

=trts=1,[u,| =5 [us| = V10

uy g 1 V2
COS O=|—=0"—| = = —
[agl ug) V5410 10

o = arc cos (1—‘/3) =81°52"
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26.ﬁ’=ﬁ=(—2 2),V=AC=(2,-1)i V=
=8, |v| V5¢0s a=

rus

[ur] lus

_ 3v10 3VI0\ _ ;gonpr
‘/_\/_ = 10“ arc cos (—10)-1826
27.1=(3,-1), = (1,2) > % = 1, [i]= V10,
5] =5
:| 1|1 _y2
oS 0 | 0El T VEo 10

o = arc cos (\1/;) 81°52'12"

28, A=rﬂs={2x T3y —5=
x—y=0
=>x=1,y=1=A=(11)
La recta pasa por los puntos A= (1,1) y B = (2,
-1) y su vector director es AB= (1, -2) =

Ily 1o 2x+y-3=0

29. El angulo viene delimitado por las rectas
BC y AC, por tanto, necesitamos saber los
vectores directores de estas rectas.

BC= (-2, —6), AC= (12, -6) = BC - AC=
60, |B_(f|— 40,

- V2
AC'=+180 = cosC = \/_\/F -

C=arc cos(g) = 45°
30. Seaur=(-1,1)=>m=—lyms>mla
pendiente de la otra recta. Entonces:
tg 450 = [T o g = [T
1+mgmy —mg
La Unica recta con pendiente 0 y que corta
conel eje OXeslarectay=0.
31. Debemos hallar dos alturas e intersecarlas.
¢ La altura sobre el lado AC pasa por B y tiene
como vector director un vector normal de la

=>ms=0

recta AC, es decir, 7i = (6, 10) :)E:% -
=bx—-3y+18=0

« La altura sobre el lado BC pasa por A y tiene
como vector director un vector normal de la

recta BC, es decir, i = (10,6) =>X+4 %$3X
_Af5x =3y +18=0__
5y +22=0f x_oy12220 X"

y=72=0=(-17)

12 2 1 1
a— a—
32. a)—= =

3a

—Ba+1) 3 —(Ba+1)

=>—3a—1=3a—3=>a=§
b)ynr=(aa—1),us=(3a+1,3a)

Estos dos vectores han de ser proporcionales,
por tanto, se debe cumplirquea=3a+1 —a=
-1/2. Calculamos el punto de corte para a = -1/2:

=P =(-1,5-1,5)

33. a.d(P,Q) =/(=7 = 5)2 + (50)% =
=81 + 25=V106

b.d(R,§) = /(=2 ~ (-1)2+(-3-7)2 =
V1 +100=+101
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34. Sea P ' = (X, y) el punto simétrico de P

respecto de Q. Como Q es el punto medio
de Py P’ tenemos que:

= P'=(7,-3)

35. Larecta paralelaay = -2x + 6 es de la

formay = -2x + k, y pasa por Q, por tanto, k
=2ytiy=-2x+2.

36. Calculamos la distancia que hay entre los

puntos My A, y entre My B.

d(M, A) =,/(103 — 32)% + (22 — 12)2

=v5 141

d(M,B) =,/(30 — 32)% + (100 — 12)2 =

=V7 748

Como d(M, A) < d(M, B), entonces el

participante que llegara primero sera el

participante A.

37. Para demostrar que los puntos A, B, Cy D
forman un cuadrado se ha de comprobar
que todos los lados miden lo mismo y que
los lados son perpendiculares entre ellos, es
decir, que se cumple lo siguiente:

AB-BC =BC-CD =CD-AD=0
«d(A,B)=,/(6—0)2 + (4 — 9)2=+61
«d(B,C) =+ (11— 6)> + (10 — 4)> =61
+d(C,D)=/(5—11)* + (15 — 10)* = V61
«d(D,A)=,/(0-5)2 + (9 —15)2 =V61
*AB=(6,-5), BC=(5,6) = AB-BC=0
*+BC=(5,6),CD=(-6,5=BC-CD=0
«CD =(-6,5), AD=(5,6) = AB-BC=0
38. Los vectores directores de los lados del
cuadrilatero son
AB = (4,-1),BC = (-1,4),CD= (-4,1),AD =
(—1,4); observamos que los lados son
paralelos dos a dos ya que son
proporcionales.
La longitud de los lados es d(A, B) = d(B,
C) =d(C, D) = d(A, D) = 17; por tanto,
todos los lados son iguales. Como AB: BC+#
0, hay un angulo como minimo que no es

39.

recto; entonces no puede ser un cuadrado,
asi que se trata de un rombo. Calculamos su
area:

A _d(AC)-d(BD)_V3Z+32 /524 (=5)Z _ 152

2 2
La recta perpendicular a s pasa por P y tiene
vector director . .
n=(-12) :>X_1 =YT=> 2x+y—15=0.
Ahora, calculamos el punto de corte entre
estarectay larectas:

Sea P ' = (x, y) el punto simétrico de P
respecto de la recta s.

Como H es el punto medio de P y P ' tenemos
que:

40. Los vértices son las intersecciones entre las
rectasr, sy t.

2x+3y=3
oA-rns-[Gx_y._max_-3,y-3=A-(-3,3)
2x+3y=3
'3=fﬁl-{_2x+7y=_13=x-3,y--1=B-(3,-D
bx-y=-21
-cssm=[_2My=_l3=cg(4.-3)
Para calcular el area necesitamos saber la altura
y la base:
* Base — d(B,C) =/(=4 —3)2 + (-3 — (—1)2
=53
e Altura —

[-2)-(=3)+7-3+13|_ 40

d(ABC) = d(At) <(—— ==

41. Los vértices son las intersecciones de las

cuatro rectas. Observamos que las rectas r y
sy las rectas t y u son paralelas, por lo
tanto, no podemos intersecarlas.
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Es un paralelogramo, ya que sus lados son
paralelos dos a dos. Para calcular el area
necesitamos saber la base y la altura:

42. Calculamos la recta AB y la longitud de este
lado:
* La recta AB pasa por Ay tiene como
vector director
AB=(6,-3)>AB:x+2y—-13=0.
«d(AB)=,/(9-3)2+(2—-5)2=V45

Ahora, buscamos los vértices C y D:

« El vértice C es la interseccion entre la
recta perpendicular a

AB (con vector director n = (1, 2)) que pasa
por By la circunferencia de radio d(A, B) y

centro B.

2 —y —16 =0
=>C‘{(x—9)2+(y—5)2 =4
0C=(12,8)

» El vértice D es la interseccion entre la

recta perpendicular a AB (con vector

director n = (1, 2)) que pasa por Ay la

circunferencia de radio d(A, B) y centro A.

D= 2x—y—-1=20

- _{(x —-3)2+(y—5)2=45
(0,-1) o D =(6,11)

43. Sea C = (x, y) un punto cualquiera de la
recta -3x + 5y = 1. Un punto cualquiera de
la recta es como C = ((5y - 1)/ 3, y). Ahora,
imponemos la condicidn del enunciado:
d(P,C) =d(Q,C)

5:>(6, —4)

=>D=

44. Una ecuacion de otro lado del cuadrado es

la recta perpendicular a -x + 2y = 1 que pasa

por Q. Esta recta tiene vector director

A=(-12) == x -y =7,

cA={xX+2y=1} N {2x—y=7}=>A=(-3,
_1)

B={x+2y=-14} N {-2x—y=7}>B=
(03 _7)

« El vértice C es la interseccién entre la recta -x
+ 2y = -14 y la circunferencia de radio d(A, B) =

V45 y centro B.

= C =(-6,-10) 0 C =(6,—4)
* El vértice D es la interseccion entre la recta -x
+ 2y =1y lacircunferencia de radio d (A, B) y
centro A.

=>D=(-9,-4)0D
=(3.2)
Por altimo, calculamos la recta CD que puede
ser de dos formas ya que tenemos dos valores de
CyD:
* La recta CD pasa por C (-6, -10) y tiene vector
director
CD=(-9,~4) — (—6,~10) = (-3,6) =2x+y +32=0.
« La recta CD pasa por C (6, -4) y tiene vector
director

CD=(3,2) — (6,~4) = (-3,6) > 2x +y — 8 = 0.
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45, Sear:y =mx + n. Las condiciones del

enunciado son:
X=0=>y=2=2=m-0+n=n=2
y=0=>x=-3=0=-3m+n=m=2/3=
:r:y:§x+2

e Larecta paralelaares de la formas: 2x - 3y +
k =0y como tiene ordenada en el origen 6, x =

0 ey =6; por lo tanto, sustituyendo en la recta s
resulta k = 18. Entonces, la recta s queda 2x - 3y
+18=0.

46. La recta perpendicular a r pasa por A y tiene
vector director 771 =(-1,2) = 2x+y—-5=0.
Ahora, calculamos el punto de corte entre
estarectay larectar:

=>x=1y=3=>H=
(13)

Sea A '(x, y) el punto simétrico de A respecto
de larectar.

Como H es el punto medio de Ay A’ tenemos
que:

La recta A 'P pasa por A’y tiene como vector
director

A'P= (4,16) = 4x —y — 13 = 0. El punto M de
choque sera:

(4x —y —13 =0 31 _33

31 33
M=(3.7)
b) La recta perpendicular ay = 0 (eje OX) que
pasa por A es la recta x = 3. El punto de corte
entre estas dos rectas es H = (3, 0). Sea A '(x,
y) el punto simétrico de A respecto de OX y
como H es el punto medio de Ay A’ tenemos
que:

x+3=
H=(22,27)=(3,02{,%, JONE
o
(377

La recta A 'B pasa por A 'y tiene como vector
director A'B= (15,12) = 4x — 5y — 47 = 0. El
punto M de choque es

punto M de choque es
M:{4x—5y—47=0
y=0
=M =(11,75; 0)

=>x=11,75,y =0 =

47. Descomponemos el cuadrilatero en dos
triangulos, ABD y BCD. El area del
cuadrilatero sera la suma de las areas de los
dos triangulos.

Para efectuar el menor nimero de calculos
posible, tomaremos como base de ambos
triangulos su lado comdn, es decir, BD.
Entonces, la altura de cada tridangulo seré la
distancia del vértice opuesto a la recta r
determinada por By D.

Por tanto:
Avrea del triangulo ABD:
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Area del triangulo BCD:% d(B,D).d(C,r) =
1 11 33 R

> .3v/5 Nl unidades cuadradas

Y el area del cuadrilatero es:

48. Calculamos los puntos E, P y F.
« El triangulo ABE es equilatero, por lo tanto:
A= 22—1 + 32—3 = % =27 unidades cuadradas

d(AB)=d(B,E)=d(AE)=v32 E=(x,y)

=
« La recta AC pasa por Ay tiene como vector
directorAC= (8,0) = y =3y larecta BE pasa
por By tiene como vector director BE= (-5,5;
-1,5) = —1,5x + 5,5y + 13 =0 donde E = (-
0,5; -2,5).
p= {—1,5x + 5,5_y +13 =0 S P=(197:
y=3
3)
e La recta perpendicularaDC: x +y-12=0
tiene como vector director 1= (1,1) = x -y —
16,7 = 0y el punto de corte entre estas dos
rectas es:
={x xﬁ'y_162’= 0 O S H-(144;24)
Sea F (x, y) el punto simétrico de P respecto de
la recta DC.
Como H es el punto mediode Fy P
tenemos que:
H :(X + 19,7 ’ y_+3
2 2
=>F=(9,1;-7,8)
a. CEF es equilatero si todos sus lados son
iguales:

d(E F)=y/(91+05)2+ (-7,8 +2,5)2= 11
dF,.C)=/(09 — 9,1)2 + (3 + 7,8)2=11

):(14,4; “2.4)>

d(CE)=
J(E05 —9)2+ (=25 — 3)2=11

b. DEF es isosceles si tiene dos lados igua
es rectangulo si tiene un angulo recto:

d(D.E)=1/(=0,5 — 5)2 + (=2,5 — 7)2
dE F)=/(91 + 0,52 + (=78 + 2t
d(F D)=/(5 — 9,1)2 + (7 + 7,8)%=
DE = (-5,5; -9,5),EF =(9,6; —5,3)=DE- E

c. BDF es isosceles si tiene dos lados igua
dB,D)=(5-52+(7+1)2=8
d(D,F)=(9,1-5)2+(-7.8—7)2"
d(F B)=(5-9,1)2+ (-1 +7,8)2"

d. PDF es equilatero si todos sus lados sor

iguales:
d(P.D)=(5-19,7)2+(7-3)2~ 1
dD,F)=(9,1-52+(-7.8-7)2
d(F ,P)=(19,7-9,1)2+ (3 +7,8):

49. El lugar geométrico es la circunferenc

centro P y radio 3, es decir, (x-
2)%+(y+3)?=32=09.

50. Todo punto P (x, y) que pertenezca a |
mediatriz cumple:

d(P,A)=d(P,B) =
= - 27+ (y - 0)%=

Vi + D2+ (v — 4=
= (x =27 +y?=(x + 1)? +(y — 4)?
=-3x+4y=6,5
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51 Un punto P (x, y) pertenece a las bisectrices
[x+y+1| _Ix—y+2|
d (P I') d(P ) T V12112 \/12+(_1)2

Como dos rectas determinan cuatro angulos,
para determinar las dos bisectrices deberemos

tener en cuenta los dos signos de las raices del
denominador. Asi, si denominamos t1 y t> a las
bisectrices, obtenemos dos ecuaciones:

52.Sear:x=0(eje Y)ys:y=0(ee X).Si
imponemos la condicién del enunciado,
siendo P (x, y) el punto, resulta:

d (P, r)—2=3d(P, s):ﬂ—Z 3%:” 3y -2
=0

53. El lugar geométrico de los puntos P (X, y)

del plano que forman un tridngulo isdsceles es la

mediatriz, ya que la distancia de los puntos a

cada punto de la base es la misma. Por lo tanto:

d(P,A)=d(P,B) =

=>J(x — 62+ + 2)2=

Jx + D2+ (@ - 3)2=>

= (x6)° + (y +2)* = (x +1)* + (y-3)* =

—7x+5y=—15

54. Sea Q (x, y) el punto que cumple la
condicion del enunciado:

d@QP)=d@QnN=x +D2+(y —1)?

_Ix+y+1]

TVZs12

(x+1)2+(y—1)%=

X2 +y2—2xy+2x—6y+3=0

55.  Igual

56. Hallamos las ecuaciones de los lados del
triangulo:

« Lado AB: Pasa por el punto A y tiene como

vector director

AB= (77)=:»"+7 y—+3=>x y+4=0.

 Lado AC: Pasa por eI punto Ay tiene como

vector director

AC= (12,2) > "—”y—”:»x 6y —11=0.

» Lado BC: Pasa por eI punto B y tiene como
vector director

x+y+1)>?

BC= (5, ~5) 2= = Xx+y-4=0
Ahora, basta con encontrar dos bisectrices e
intersecarlas.

58. Sean P (X, y) los puntos que cumplen la
siguiente condicion:
diP,A)d(P,B)=1

S22+ G -67 J&x- 1P+ +2)7 =1

(x=2*+(y—6)*) (x—1)°+(y+2)?*)=1
x*— 6x3 + 2x%y% — 8x?y + 53x% — 6xy? + 8xy
—100x + y* — 8y® — 3y? + 100y + 199 = 0

« Un punto P(x, y) pertenece a la bisectriz de A
Si:
d(P,AB) = d(P,AC) X4 _x- & -1

V(D2 J1P+(-6)?

» Un punto P(X, y) pertenece a la bisectriz de B
Si:
d(P,AB) =d(P,BC) =

Ix—y+4| _ Ix+y—4|
T E e

57. Primero, hallamos los vértices del triangulo:
A=(0,-3) B=(4,0)

» Como la recta interseca con los ejes de
coordenadas, el vértice C sera el origen de
coordenadas, es decir, C = (0, 0).

Ahora, basta con hallar dos mediatrices e
intersecarlas:

* Mediatriz de AB: P (X, y) pertenece a esta
mediatriz si: d(P,A) = d(P,B)

VE =02+ +3)2=/(x—4? + (y - 0)?
X2+ (y+3)2=(x—4)2+y?>=>8x+6y=7

* Mediatriz de AC: P (x, y) pertenece a esta
mediatriz si:

d(P,A)=d(P,C)=>

VxR + (7 £ 3)*5/ (x — 0)% + (¥ — 0)?

X+ (y+3)2=x2+y? > y=-96=-15

_(8x + 6y =7 _ o
sQ=" L7 5 T=x=2=0=019)
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59. Calculamos la bisectriz del &ngulo C y el
lado AB:
* Bisectriz del dngulo C:
— Lado AC: pasa por el punto Ay tiene vector
director

5=y:610=>x+y—15=0

— Lado BC: pasa por el punto By tiene vector
director

BC= (142)=> — o Xx—-7y+17=0

La recta del Iado AB pasa por el punto A y tiene
como vector director

AB= (-8, -8) =X %ﬁx y+5=0

_(3x y+1—0 _ _ _
=>D_{x—y+5=0 =x=2,y=71=>D=(2,7)

60. Sean P (x, y) los puntos del plano que
equidistan de ry s:

_2x-y+5| _ [2x-y+1|
=>dP,r)=dP,s)= RS el v
= 5(2x -y +5)?=5(2x —y +1)’=>2x-y+3=0
Las tres rectas son paralelas.
61. Calculamos las pendientes, donde Q = (X, y):
cAQ=(x,y—4) =>mAQ=¥'X¢0

'W=(X—2,y—1)=>mso=%

X+3y2

Mg =3Maq = —=2 L=3xy ~15x ~8y+32=0

62. La ecuacion de la recta de pendiente m =1/2
esx-2y+8=0, x-2y-8=0

63. Sea P (x, y) el punto que equidista de las
rectas a, b y c: d(P,a) = d(P,b) = d(P,c)

64.y =-3x/2
65. Ecuacion vectorial: p= (-2,3)+k(-2,5), k € |R

Ecuacion paramétrica: {x —2-2k
uacienp ly=3+5k

+2° y-3
Ecuacion continua: —2 = y—

Ecuacion general: 5x- 2y+16 0
Ecuacion explicita: y= Ex +8

Ecuacion canonica: — S?x - % =1
Ecuacion punto-pendiente: y-3=§ (x+2)
66. Repetido
67. AB= (5,2), DC = (10, 4), AD = (-11,2), BC =
(-6, 4) = Los lados AB y DC son paralelos
ya que sus vectores directores son
proporcionales, mientras que los lados AD y
BC no son paralelos.

«d(A,B)=,/(6 —1)2+ (2—0)2=+29

*d(A,D)=/(-10—1)2+ (2—0)2 =
V125

+d(C,D)=/(-10-0)2+ (2—6)% =
V116

+d(B,C)=/(0—6)% + (6 —2)2 =52

*AB-AD =(52) - (-11,2)=—-51#0

«AD-DC =(-11,2) - (10,4)=—102 #0

*DC-BC =(10,4) - (—6,4)=—44#0

Por lo tanto, como dos de sus lados son

paralelos y ninguno tiene la misma longitud

ni son perpendiculares dos a dos, resulta que
ABCD es un trapecio escaleno.

b. Altura — a = d(B,DC) = 2.6-5.2+30]_ 32

NETra R

X+10_y -2

donde DC es "
= 2X — 5y+30 0,B=d (A, B)yb=d(C, D).

c. Larecta AB es x — 15=y2= 2x — 5y —2 = 0.
Buscamos una recta perpendicular a AB, por lo
tanto, tendra como vector director n = (2, -5);
ademas, sabemos que pasara por D, de modo

X0y 2:,o5x+2y+46 0.

El punto de corte entre las dos rectas es el
siguiente: H = (—226/29, —102/29)
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68. y=—x —=
69. La pendiente de la recta AB es -1, por tanto

la ecuacion de la recta perpendicular a esta es
' X-y+8=0

70. Primero hallamos el punto medio del lado
BC: Mgc = (1,11/2), luego calculamos la
pendiente de la recta que pasa por el punto
medio y por el punto A, es decir , la mediana:

m = -5/2 y la ecuacidn de la mediana es: 5x +
2y-13=0.

71. Calculamos la pendiente de la recta AB:
mag = 2. Como la mediatriz que pasa pr ese
lado es perpendicular a la recta AB, su
pendiente es entonces -1/2, y por tanto la
ecuacion general de la mediatriz que pasa por
el lado AB esx + 2y —3=0.

72. Calculamos las pendientes:

Calculamos las pendientes, donde Q = (x, y):

-E=(x+1,y—2)=>mAQ=Z+;i,x;é—l

*BQ =(x—5, y—3)=>msq=g;x¢5

y— 3
=>—_
Maq = 3Meq 3X -

= =2Xy + X — 8y +19=0

73. Las ecuaciones de la recta ...

74. Ejercicio repetido

75. Las ecuaciones de las rectasson x -1 =0y

5x-12y-29=0

76. Las coordenadas del punto son P =(—1,5,
-1,5)

77. Sean C = (x,y) y D =(m, n) los puntos de
division.
4B = AC= 3 (6,2)=(x-9,y-1) =

{2 =x-9 {x =11

Z=y—1:>:’> y=5/3
4B = AD= = (6,2)=(m-9,n-1) =
4=m-9
{§= n-1~
m=13
3{n=7/3

5 _ 7
c=(19)0=(133)
78. Para hallar la ecuacién paramétrica de la
recta que pasa por el punto A (3, -1) yes

=2-3t

=4+t

primeramente la pendiente que es -1/3, por

tanto la ecuacion paramétrica es:

x=3-3t

- y=—-1+t¢t

79. La pendiente de la recta es -3; por tanto, la
forma general de la ecuacion es : y=-3x+1 =
Xx+y-1=0,
Como A=vy, B=-vy, la ecuacion paramétrica

(x=1-k

€s '{y =-243k

80. m=3/4 es la pendiente de la recta 3x-4y+7=
0, y m'la pendiente de la recta que

X
paralelaas: y } , calculamos

buscamos:
3 '
=>1g45°= Zlm =] 1=—|4 3m,|=>
1+mm’ 1+Zm
P 1 . 1. _
{m— 7:>:>{s.y+3 -(x—2)
m=7 tty+3=7(x-2

81l. y=-V3x+2V3

82. Primero hallamos la ecuacion de la recta
que pasa por el punto A (2, 3) y cuya
pendiente es -3/4:

3 3 .18

ry= S'Z(X -2)=y = Xty =
3x+4y-18=0 es la ecuacion de la recta.
Luego la distancia del punto P(4, -1) a dicha

recta es:

|A.py +B.p; +C|
e | A2(+ B) | | [_

3.4 +4.(-1)—-18 12—4-18
d(P.n)= V32442 5 =2

83. Los vértices del triangulo DEF son Dz(g, 6),
los lados son : y = Z?x +5, y=6,x=9yel
area del triangulo es % u?.
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84. a. P(x,y) pertenece a la mediatriz si
d(P,A)=d (P,
Jeax+2)2+ @ +4)2=/(x—2)2 + (y + 1)2

(X+2)2+ (y+4)?=(x—272+(y+1)?
—4x—-3y=175
b. AB es la recta que pasa por Ay tiene como
vector director

X+2 y+4

AB=(4,3)= —=3x—4y—-10=0.

|3 (-1)+(-4)-5- 10| 33_
Altura — d(C, AB) N e
6,6uc) La mediana BM, donde M
_(—2 -1 -4+ 5)
2’ 2
=(—1,5;0,5) es el punto medio de AC, pasa
por By su vector director es

BM = (-3,5,15) = 2_y+1

35 ? = -1,5x —
3,5y = 0,5d) La recta perpendlcular a AB pasa
por C y tiene vector director i = (3, —4)

x+1 y—5=>4x+3y 11=0.

3

Ahora, calculamos el punto de corte entre esta
recta y la recta AB:

4x+3y—-11=0 _74 _—7

3x — 4y — 10 = 0} 25 Y7

74 =7

=H (% %)

Sea C ' =(x, y) el punto simétrico de C
respecto de la recta AB. Como H es el punto
medio de C y P tenemos que: H

_(—1+x 5+y)_(74 —7)
N\~ )\5=» = =
2 2 25" 25
. _(173 -139
N
25" 25
e) Base —

d(A, B) = J(_z —2)? 4 (=4 (-1))’=V25 =5
= A=22m A =200 16512
85. Debemos comparar los cocientes

A_B_C A_m B_1.C_mm_,
A B ¢ A 1'B m'c -m
A B

Seran paralelas o coincidentes s si—=—
m 1 )
———om-—-lem=4+11
1 m 5 c
Sim=1:>———=—,=1:>

B c
=Son commd ente

B c
S|m=-1:—=—=—1¢—,:>

B’ C

=Son paralelas.
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Finalmente, para m # +1, las rectas son
secantes.
86. La distancia del punto (5,2) a la recta 2x -
4y + 3 =0es:
d (P,r):|A-P1+B-P2+C|

s ez | L
2.5-4.2+43 10—-8+3
dPr=om = B0 < 112

87. La pendiente de la recta que pasa por los
puntos B(5,4) y C(2, 3) es 1/3, por tanto la
ecuacion de esta recta es x-3y+7=0, luego la
distancia del punto A(-2,1) y la recta es:

[1.(=2)-3.147| _ |-2-3+7|
d(P,n= TECar o ~ 0,63 u

88. La ecuacion de la mediatriz es y=x-3

89. Para que r y s sean paralelas, ha de
cumplirse:

2 a -3

37571
De la primera |gualdad se tiene a— . Por

tanto, para a—? las rectas son paralelas,
10

puesto que se verifica. % = % * :—i
90. Un vector director de esta recta sera
T'=BC=(2,-7)

=
r: 7x+2y—9=0

b. La mediana que parte de B es la recta que

pasa por B y por el punto medio, M, de AC.

- (o,_-) (3 ——) Ecuacion de la
mediana s :

= s 11x+6y+3=0
c) La altura que parte de C es la recta t que pasa
por C y es perpendicular a AB.
[AB]=(-3 - 1,5 1) = (-4, 4) = Un vector
perpendicular es, por ejemplo, (4, 4).
Ecuacidn de t: x-y-1=0
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a.Seas:9x+16y+72=0yr:9x+16y—75=
0,rls—d(r,s)=d(P,r)=d(A,s), d(r,s)
=8u
b. Seas: x+2y +2 =0y r: 2x+4y-3=0,d (r,s) =
1,56 u

92.P(—§,%)

93.

ar2x-y+5=0,s: == yT_Z se cortan en P(-
1,3)

b.rnx+2y+2=0, s: x—“ = y__—21 son paralelas
94. Sabemos que

Luego si queremos que la distancia sea 3:
3=d(r, s)— <=>|k|—3\/_34:)k +3V13
95. a.el angulo es 26°33°54"7; b) 18°26" 6.

96. El area del triangulo que determinan la recta

x -2y +8=0Yy los ejes coordenados es 16u?
97. La mediatriz del segmento que tiene por

extremos A (1,2) yB (3, -1) es4x -6y -5

=0.
98. Los otros Vértices del paralelogramo son los
puntos:
B (5/3; -5/3); C (7/3; -4/3; y D (5/3; -2/3).
99. El tercer vértice que esta situado sobre la
rectax+y-1=0,es(8,-7)
100.La altura correspondiente al vértice C:
10//58;
b. La ecuacion de la mediatriz del lado AB:
3x=7y+2=0
C. su érea: 5 U?
101. rysson paralelas @% =

B
A -1 B m C -3
Enestecaso: —=—; — = —;—
A m C

B -4
Luego:
A B -1 m
—_— 2=
A B’ m -4

102.La ecuacion de la recta que pasa por (-2,3)
y es perpendicular a la recta 2x-3y+6 = 0
es 3x+2y=0.

103.La ecuacion de la altura es 3x+4y+45=0.

104.a.d (P, Q )= 3V2, b.d(P,r)=2
cd@Qr)=22

105.El coseno del &ngulo formado por ry s
coincide con el valor absoluto del coseno
del &ngulo formado por sus vectores
directores, como por ejemplo,
u=-(-1,-m) = (1m)yv (21)

cos (r,s) =|cos (4, v)|- )

v

_ 1.(-2)+m.1 _ m—2 |
T vEEmz J=2)2+ 2| T [VsmZ+s
Ahora, r,s = 60° < cos (r,s)=cos 60° =

s 1
COS— =~
3 2
Encontramos, pues, los valores de m que hacen
que seran exactamente los que hagan que ry s

formen un &ngulo de 60°:

(m-2)2
i N _5m2+5
Elevando al cuadrado no introducimos

soluciones

r,s=60°(:)=%= cos (1,8) =
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106. SeanA=(x",0),B=0,y)YE=(X,y").

Entonces, larecta ACes 8x +x 'y - 8x '=0.
Como E pertenece a la recta AC, E debe ser
de la siguiente forma: E = ((-x 'y " + 8x )/8),
y ). Ahora, imponemos la condicion de que
el area del trapecio es 14 u?:

= X'y2 — 16Xy —224 =0
107. Sear:y=mx +n. Las condiciones del
enunciado son:
X=0=2y=2=2=m-0+n=>n=2
y=0=x=-3=0=-3m+n=>m=2/3=
=>r:y=§x+2

La recta paralela a r es de la forma s: 2x - 3y + k
=0y como tiene ordenada en el origen 6, x=0 e
y =6, por lo tanto, sustituyendo en la recta s
resulta k =18. Entonces, la recta s queda
2x-3y+18 =0.

108. a)Para que las rectas sean perpendiculares
m-38

m+2 5
m
b) para que sean paralelas: r=— +6

.. 110m?+444m+435
C) coincidentes: r=
44m+72

109. r: 7x-y-28=0 — y=7x-28 — un punto
cualquiera de la recta r es P(x, 7x-28)

3x—4(7x-28)—12
d(P,S)=5 — 5= W
—25x+100

5= |20 5=[5x+20] —5=(-
x=3-P(3,=-7)
x=5-P(57)

r=

5x+20) —><

110.EI &rea del cuadrado ~ 61,54 u?
111.b. La pendiente de la recta es 7/2

c. Laecuacién de larecta: 3x -2y +7=0
112.La ecuacién de larectaesy = -2x - 3.
113.El 4rea es aproximadamente 35,8 u?

114.Paraque lasrectaspx—y—-1=0y (p - L)X
+ py + 10 = 0 sean perpendiculares, se debe

. A B _1
cumplir que B T por tanto
convertimos ambas ecuaciones a la formay
=mx+n:
r:px-y-1=0— y=px-1, siendo p su
pendiente
p—1

s (p-1) x + py + 10=0—y = (7) x
Aplicando la condicion de

. - p—1\ _ 1 _
perpendicularidad — (7) = -p+l=-

10
p

1—p=2
115.Se calcula la pendiente de las rectas AB y
CD, para comprobar si son paralelas, de

. 6
donde se obtiene que myp = — 2 Y Mep =

6
——; por tanto, son paralelas
4

117. Hallamos la perpendicular a r que pasa por
P. Como r esté& en forma explicita tenemos su
pendiente m=2. Cualquier recta perpendicular a
r tendra de pendiente —1/2, luego la ecuacion del
haz de rectas perpendicularesaresy = % +n

Como queremos que pase por el punto P, la
ecuacion anterior debe ser cierta para x=0 e y=6,
por lo tanto: 6 =0 + n, n = 6 y la recta buscada
es
y= —% +6.
Luego el punto de corte entre esta recta y r:

18 21
R($.5)
Si tenemos en cuenta que R es el punto medio
del segmento PQ, podemaos calcular el punto Q,

pedido por el problema: Q:(?%)

119. Calculamos los pies de la perpendicular
desde Q:

* La recta AC pasa por A 'y tiene como vector

director

AC= (4, ~4) > === x+y-1=0yuna
recta perpendicular a esta pasa por Q y tiene
vector directorn=(-1,-1)>x-y—-1=0.Si
intersecamos estas dos rectas, tenemos:



Pagina 197

. Solucionario

x+y—-1=20 _ _ _
{x—y—1=0 —x=1y=0=D=(L0).

« La recta AB pasa por Ay tiene como vector

director 4B = (4,2) =>X+2 y7_3:> X—2y+8=
0y una recta perpendlcular a esta pasa por Q y
tiene vector director i = (1, 2) > 2x+y— 11 =
0. Si intersecamos estas dos rectas, tenemOS'

x — 2y +8 = O
{ 2x+y—-11=0
(ﬂ,zl)_

5°5
La recta BC pasa por By tiene como vector
director
BC= (0, —6) = x = 2 y una recta perpendicular a
esta pasa por Q y tiene vector director 7 = (1,0)
=y =3. Si intersecamos estas dos rectas resulta
que F = (2, 3).
Estos puntos estan alineados si se cumple que:

:y_ E_

B Mds a fondo

120. El punto A es la interseccion de las rectas

A:{gx__i_zi:8—>x:2y—>6x+X:0—>X:0
— y=0 — A(0,0)

El lado DC es paralelo a AB y pasa por C:
DC=x-2y+K=0— 3-10+ K=0 — K=7,
DC=x-2y+7=0

Los lados AD y DC se intersecan en el punto D:

D(-1, 3)
Area=d(D, C) . d(a, lado DC) = 14u?
121. Las coordenadas del punto B (— f)

122.a. Pasa por el punto A (5, 3) y tiene
pendiente 2—y=-2x +13
b. Pasa por los puntos A (5, -2) y B (3, 2)
—y=-2Xx+8
¢. Forma un angulo de 45° con el sentido
positivo del eje de abscisas -y =x + 4
d. Pasa por el punto A (5, -11) y tiene por
vector director v=(-2,4) - y=-2x-1
123. coordenadas de A(7, 4)

Ecuaciones de los lados: l,:y — 4 = g(x -7);

yy—3=—2(x+1);lcy+3=-8"
(x=3) hac == u; hap == u; hye =
52

Ves ¢
124. El punto es P (10,-10)
125. Area =—— = 6 u®— base (b)= d(A,B) =

|5m+ 3]

Valuyla altura (h) = d(C, 4B)=——=
.|5m+3|
Area =Tm =6—|5m+3| =
9 9
5m+3=12—>m=§ —>C(4,E)

Sm+3=-12->m=-3-C(4,-3)
126. Los puntos son P1(0,2) y P2(2,0)

12—

127. Se calculan las distancias del punto P (x,y)
a ambas rectas y se igualan , de donde se obtiene

que P(2 E)

128. La pareja b, (son perpendiculares, sus
pendientes son -1/2 y 2).
129. Longitud del lado 1 = 3; longitud del lado 2
=116 =2+/29; longitud del lado 3 =101

a =16% B =~ 67°% vy =~ 97°
130. A=6 V3 u?
131. Las coordenadas de sus vértices son:
A(6,0) B(3, 3v3) C(-3,3V3) D(-6, 0)
E(-3,-3V3) F(3-3V3)
Las ecuaciones de sus lados:
3x+y3y-18=0; y=3V3
3x—+3y+18=0; 3x++/3y+18=0
y=-3v3; 3x-v3y-18=0
132. Las coordenadas de los vertices de las
medianas del triangulo equilatero de lado 2 son:

(£ (-5
(29D D2
6 2/'\2" 2/)'\2'2)° 2’ 2)
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. Solucionario

133. La ecuacion del rayo r y del rayo reflejado
enelespejoson: x+y-3=0;x-y-3=0
134. a. las ecuaciones de dichas rectas son x - 4y
=5Xx+y-8=0;x-y+4=0.

135. Como vienen dadas por su ecuacion
general, podemos aplicar directamente la
férmula que conocemos, pues también tienen los
mismos coeficientes de x ey :

136. a) Primero hallamos la pendiente de la
recta AB, pues la altura es una recta
perpendicular, que se traza desde el vértice C
hasta AB. Y por la condicion de
perpendicularidad entre rectas sus pendientes

. 1
deben cumplir que Mag=—.
h

Luego mae =§, por tanto la pendiente de la recta
hes-3

Entonces la ecuacion de la recta h (altura) es
y=24-3X

b) Resolviendo el sistema que forman las
ecuaciones de las rectas:

x-3y+2=0 y 3x+y-24=0, hallamos el punto de
interseccion entre las rectas AB y h: P (7,3)

Y por ultimo la longitud de los segmentos en
que la altura anterior corta al lado AB, la
determinamos calculando la distanciade Pa Ay

de P aB: d(P,A)=V10, d(P,B)=v40

| ok
137. Sabemos que d(r, s) —|—m
Luego si la distancia es 3:
3=d (r, s)=% &|k|=3 VI3 o k=23 V13
138. Debemos comparar los coeficientes de las

dos rectas.
2 -3
a) — # —-= r'y s S0n secantes.

_|—k
~lviz

-1 -1 2
b) S TTES Son paralelas
¢) Expresamos previamente las rectas en forma
general

139. El punto de interseccion entre dos rectas
sera el Unico que cumpla las ecuaciones de las
dos rectas, por lo que obtendremos sus
coordenadas resolviendo el sistema formado por
las ecuaciones de las dos rectas:

Lo cual es falso siempre, luego el sistema no
tiene solucidn, o sea, r y s son paralelas.

Asi, el punto de interseccion es el de

coordenadas (E - 2)

17 17
140. El coseno del angulo formado por dos
rectas se puede encontrar a partir del formado
por sus vectores directores: un vector director de
resru=(1,2),yunodes,esrv=(1,3), pues
éstos son los denominadores de sus ecuaciones
continuas. Ahora:



. Solucionario

141. a. Como la recta es paralela a 3x-y+5=0,
las pendientes son iguales, por tanto m=3, y la
ecuacion de la recta que pasa por A es: 3x-y=0.
b. Al ser perpendiculares las rectas las

pendientes cumplen que mr=-mi . Por tanto:

S
La pendiente de 3x+6y -2 =0es-1/2 y la
ecuacion de la recta que pasa por el punto
B(7,-3)es: 2x-y-17=0
142. Para hallar las coordenadas del punto de
corte delas rectas resolvemos el sistema
formado por ambas ecuaciones, de donde se
obtiene: P (1,3)
La representacion grafica:

143. Para determinar si los tridngulos son
equilateros, isésceles o escaleno, basta con
hallar la longitud de sus lados, aplicando la

distancia entre dos puntos, de donde obtenemos:

a.d (P,Q) =82, d(Q,R)=v128, d (P,R)=/82
— el triangulo es isosceles
b.d (P,Q) =65, d (Q,R)=V64, d (P,R)=V65

— el triangulo es isosceles

c.d (P,Q) =34, d (Q,R)=V53, d (P,R)=V65
— el triangulo es escaleno

d. d (P,Q) =130, d (Q,R)=v130,d (P,R) =
V20 — el triangulo es isosceles

e. (P,Q) =74, d (Q,R)=V73, d (P,R)=V25 —

el tridangulo es escaleno

144. a. AB=BC =CD =DA =32 - p=12V2
u

b. AB =/26; BC=V104 ; CD=7,07; DA=6,32
— p=28,69 U.
c.AB=BC=CD=DA=2V13 »p=8/13 =
28,84u

d. AB=5; BC=V41 = 6,4; CD=3; DA=5 — p=
19,4 u.

e.AB=51; BC=6,32; CD=7,62;DA=10 —
p= 29,04 u.

145.a. Tridngulo obtusangulo en C; b. tridngulo
rectangulo en A; c. obtusangulo en B

146. Angulo centrado en F:
EF=(3,-7), DF= (6, -4), EF- DF= 46, |EF|
=58,

« Angulo centrado en G:
EG=(6,-3),DG=(9,0), EG- DG=54, EG = 45,
DG =9

« Angulo centrado en H:
EH= (4,-1), DH= (7,2), EH- DH= 26, EH = 17,

147. a. Sea A ' = (x, y) el punto simétrico de A
respecto de B.

Como B es el punto medio de A 'y A, tenemos
que:

= A'=(-2,-7)
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- Solucionario

b. La recta AB pasa por el punto Ay tiene vector
director
AB= (-2, -
Su recta perpendicular pasa por C y tiene como
vector director

i=(2,-1)=>=— 3 y+2:>x+2y+1 0.

La interseccion de la recta que une Ay B con su
perpendiculares: = x=1,y=-1=H=(1,-1)
Sea C ' = (x, y) el punto simétrico de C respecto
de la recta

AB. Como H es el punto mediode Cy C’
resulta que:

¢) Veamos si los lados del cuadrilatero son
todos iguales o no, y si los lados son
perpendiculares entre ellos:

148. a. Calculamos el punto comun a esta

familia de rectas: P = (-3,2)

b. Sustituimos el punto P en la familia de rectas:

>m+2m-1)+(M+2)=0=>m=0=>y=2

c.La recta de la familia que es paralela a r ha de
. m_m-1 1

cumplir que: T o ME=x-3y+9=0.

149. Debemos calcular el punto simétrico de A

respecto de la recta

Pagina 200

r:-x +y=-3. Larecta perpendicular a r pasa

por Ay su vector director es n=(—1,1) =
X—3_y—4
= Xty - 7=0

=>H=(5,2)
Sea A '(x, y) el punto simétrico de A respecto de
larectar.
Como H es el punto medio de Ay A’ tenemos
que: A'=(7,0)
La ecuacion del rayo reflejado es la recta A 'C
que pasa por A 'y su vector director es AC= (4,
8) = 2x+y=-14.
150.
a.7=(-4,5), 8= (-5,-4) =7 §=20-20=0 =
las rectas son perpendiculares. Calculamos el
punto de corte: = M = (2,5)
b. Primera solucién: Los vértices Ay C estaran
en la mediatriz del segmento BD, que es la recta
r, y a una distancia de M de V164 u. Ay C seran
de laformax =t,ey=(30 - 5t)/4.
Entonces, ha de cumplirse que:d(M,A) = d(M,C)
=164 = t=-6,t =10 = A=(-6,15),C=(10,-5)
Los vértices B y D estaran en la mediatriz del
segmento
AC, que es larecta s, y a una distancia de M de
V41 u. By D seran de la formax =t, e
y = (17 + 4t)/ 5. Por lo tanto:
d(M,B) =d(M,D) =V41=t=7t=-3 =
B=(7,9),D=(-3,1)
Segunda solucion: Se efectlia el mismo
procedimiento pero cambiando la recta r por la
s, y viceversa. El resultado es el siguiente: E = (-
2,10), F=(12,13),G=(6,0) y H = (-8, -3).
c. Calculamos las ecuaciones de los lados del
rombo a partir de la primera solucion del
apartado b).
* La recta AB pasa por A y tiene como vector
director

x+6_y—15

AB=(13,-6) > =°="2 = 6x + 13y - 159 = 0

e La recta BC pasa por B y tiene como vector
director

BC=(3,-14) > 7== = 14x+ 3y ~ 125 = 0.
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Solucionario

« Larecta CD pasa por C y tiene como vector
director.

e La recta DA pasa por D y tiene como vector
director
x+3

DA=(- 3,14) >—"= ;=>14x+3y+39 0.

151.
d(R, P) = 18,25u; d(R,Q)=12,08u, d(P,Q) =
15,26u. Forman un triangulo

152. La bisectriz del primer cuadrante tiene
como ecuacion y = x; asi, el punto C sera de la
forma (x, x).

Como es un triangulo isésceles, el punto debe
cumplir que:

d(C,A)=d(CB)=x=25

C=(25;2)5)

3+/3 _—3+/3
153.s: y-2— ‘/_( x+ 1), ty-2= 3473 x+1
154, 6x - 7y = 1

155. Veértices: A = (- 5, 11), B= (9, 16), C = (- 9,

4)yD =(5,9). Lados: r ": -5x +14y -101 =0, s
" Tx-4y+1=0
156. (x-4)*+(y-3)*=64

10

&

3

-

157. La abscisa y la ordenada al origen son:
x=1, y=-1/2
La forma general de la ecuacion es: x-2y-1=0

CD=(-13,6) 22 =" y+5

=>6x+13y+5=0

Calculamos los lados del triangulo:
« El lado AB pasa por el punto A y tiene como
vector director

AB = (55) =" 2=12 5 x+y=-4,

* El lado BC pasa por el punto B y tiene vector
director

10=0
« El lado AC pasa por el punto Ay tiene vector

director
X—=2_y+2

AC =(0,5; 4,5 —4—=>—45x+05y+10
=0
158. p = 26.255u; A =29u2

159.0 = (0, 0), B = (8, 0), C = (10,5; 7,6), D =

(4;12,3), E(-2,5; 7,6), F = (4; 5,5) H = (0,8; 10),

G =(7,2; 10). Area 110,1 u?
160. AC=4,472u

161.S (9, 1) y R (11, 5).

162. AC=5385u;CB=4;p=14770uy A=
10u2.

163. AB=BC=DC=AD=5u;p=20uy
A=20 u2.

165)

p =20.261 uy A=22 u2.

166)

74°03°177; 116 °33'54"" ; 11°18°36™" ;
p=19,087 u ; A= 16,5u?
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por tanto, D = (19/5, 0) y su vector director
es DE=(-19/5, -2) = —10x + 19y + 38 = 0.

5. Las dos condiciones del enunciado se
traducen en:

6. a) La recta BC pasa por el punto B y tiene
vector director

2. b) 48 u?; c) (162/29, - 262/29)
3. Larecta ABes larectax +4 =0, que es
paralela al eje Y.
* La recta BG pasa por B y tiene como vector
director

b) Altura—

[
0
(6]
)]
3
ko]
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o}
g
3
)
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o
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e
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o

BG=(22)= (X, y)=(-4.2)+(2,2)k
kelR.
 Larecta GF es larectay = 4, que es
paralela al eje X.
« La recta FE pasa por F y tiene como vector
director
5 x =1-k; }
FE=(-1,-6)=> ' tkE
CL-6=" 7 e
R.
« La recta AC pasa por Ay tiene como vector
director
AC=(52) ===,
* La recta CD es perpendicular a la recta AC,
por tanto, tendra como vector director 7= (2,
-5)=>m=-52=2y-7=-52(x—1).
?z=(2,—5)=>m=—§=>y—7=—§(x—1).
« La recta DE pasa por el punto D, que es la
interseccion entre la recta CD y larectay = 0,

c) La mediana BM, donde M

:(_42+ & ,%):(— % 0) es el punto medio de

AC, pasa por B y tiene como vector director

W=(l, —6):

2

d) Base tridngulo: d(B,C) =

JB+ D2+ (—2-6)2=80=4V5

€) ACB= 3394124

7. El punto C donde se refleja el rayo es el punto

medio del segmento A 'B ', entonces:

8.D=(5/2,6), E=(9,6), F=(9,43/5);y=2x
/5+5;y=6;x=9; A=169/20 u?
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¢Imposible?

* Respuesta sugerida: La geometria
proyectiva parte de los siguientes
principios:

Dos puntos definen una recta.

Todo par de rectas se cortan en un punto.

* Respuesta sugerida: La geometria
euclidiana es aquella que estudia las
propiedades del plano y el espacio
tridimensional y la geometria proyectiva
estudia las incidencias de puntos y rectas
sin tener en cuenta la medida. En
proyectiva se permite demostrar todo lo
demostrable en euclidea, sin tener que
recurrir a una métrica.

* Cuando dos rectas son paralelas se dice
que se cortan en un punto del infinito
conocido como punto impropio.
Medidores laser de distancias

e Formula: D = ct /2, donde c es la
velocidad de la luz y t es la cantidad de
tiempo para el viaje de ida y vuelta entre el
medidor y el destino.

« Sustituyendo 300 m en la férmula
anterior, obtenemos el tiempo de vuelo:

* 300 =ct /2 — t = 600/c segundos, donde ¢
es la velocidad de la luz que equivale a 299
792 458 m/s. Por lo tanto, el tiempo de
vuelo es de 2 x 10 segundos.

* En el caso de distancias cortas se cometen
imprecisiones al determinar el momento de
la salida y de la llegada del haz luminoso.
En el caso de distancias largas puede haber
pequefias variaciones de la velocidad de la
luz, reflexiones no deseadas, etcétera.

* Respuesta sugerida: Porgue viajan en
forma justa a relaciones constantes a través
de la atmosfera y viajan distancias mucho
mas largas sin perder intensidad, es menos
probable que se disperse y conserva gran

parte de su intensidad original cuando se refle

refleja en el objetivo.
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Eje

e Contenidos
temdadtico

1.Repaso de conceptos bdsico. (206)

2. Muestras (207)

3. Tablas estadisticas (208-209)

4. Grdficos (210)

5. Tablas y graficos con ayuda de Tics (215)

Estadistica 6. Andlisis de datos. Medidas de tendencia central (217)
7. Medidas de dispersion para datos no agrupados (220)
8. Medidas de dispersiéon para datos agrupados (223)

9. Medidas de posicidn (224)

10. Uso de TIC (226)

11. Estrategias de resolucién de problemas (207)
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Niveles y subniveles educativos

__________________ ELEMENTO-___‘S DEL CURRICULO Bachillerato general unificado

Indicadores para la evaluacién del criterio

¢ LM.5.9.1. Calcula, cony sin apoyo de las TIC, las medidas de centralizacién y dispersién para
datos agrupados y no agrupados; representa la informacién en graficos estadisticos apro-
piados y los interpreta, juzgando su validez. (J.2., 1.3.)

« Ol5.6. Aplicar perspectivas multidisciplinares a la resolucién colaborativa de situaciones pro-
blemdticas, partiendo del andlisis de procesos sociales, naturales, econdmicos y arfisticos,
por medio del uso técnico y responsable de diversas fuentes, la fundamentacién cientifica,
la experimentacién y la tecnologia.

* Ol.2.7. Comunicarse en forma efectiva a través del lenguaje artistico, corporal, oral y escrito,
con los cddigos adecuados, manteniendo pautas bdsicas de comunicacién y enriquecien-
do sus producciones con recursos multimedia.

Objetivos del drea por subnivel
¢ O.MA5.6. Desarrollar la curiosidad y la creatividad a través del uso de herramientas matema-

ticas al momento de enfrentar y solucionar problemas de la realidad nacional, demostrando
actitudes de orden, perseverancia y capacidades de investigacion.

Destrezas con criterios de desempeno

Estadistica

¢ M.5.3.1. Calcular e interpretar la media, mediana, moda, rango, varianza y desviaciéon estdn-
dar para datos no agrupados y agrupados, con apoyo de las TIC.

¢ M.5.3.2. Resolver y plantear problemas de aplicacién de las medidas de tendencia central y
de dispersion para datos agrupados, con apoyo de las TIC.

* M.5.3.3. Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas de aplicaciéon de las
medidas de tendencia central y de dispersidon para datos agrupados dentro del contexto
del problema, con apoyo de las TIC.

M.5.3.5. Determinar los cuantiles (cuartiles, deciles y percentiles) para datos no agrupados y
para datos agrupados.

* M.5.3.6. Representar en diagramas de caja los cuartiles, mediana, valor mdximo y valor mini-
mo de un conjunto de datos.

Prohibida su reproduccion
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Criterio de evaluacién

e CEM.5.9. Emplea la estadistica descriptiva para resumir, organizar, graficar e interpretar da-
tos agrupados y N0 agrupados.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* J.2. Actuamos con ética, generosidad, infegridad, coherencia y honestidad en todos nuestros
actos.

* 1.3, Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en otras, utilizamos varios
lenguajes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con responsabilidad
nuestros discursos.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeno

Calcular e interpretar la media, mediana, moda, rango, varianza y desviacion
estdndar para datos no agrupados y agrupados, con apoyo de las TIC.

Resolver y plantear problemas de aplicacion de las medidas de tendencia
central y de dispersién para datos agrupados, con apoyo de las TIC.

Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas de aplicacién
de las medidas de tendencia central y de dispersién para datos agrupados
dentro del contexto del problema, con apoyo de las TIC.

Determinar los cuantiles (cuartiles, deciles y percentiles) para dafos no agru-
pados y para datos agrupados.

Representar en diagramas de caja los cuartiles, mediana, valor mdximo y
valor minimo de un conjunto de datos.

Calcular e interpretar el coeficiente de variaciéon de un conjunto de datos
(agrupados y no agrupados).

Prohibida su reproduccion
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AMPLIACION DE
T

CONTENIDOS

Planes de muestreo

Desde la Segunda Guerra Mundial, los planes de
muestreo para aceptacion se han convertido en
procedimientos estandar para asegurar la calidad

Las graficas que muestran dicha probabilidad en
funcién de p reciben el nombre de curvas carac-
teristicas de operacion, CO.

de los productos manufacturados. Con este propo-

sito se ha desarrollado una gran variedad de siste-

mas de planes de muestreo para aceptacion. Tres P(A)
de los sistemas mdas empleados son MIL-STD- 10 -
105D, MIL-STD-414 y el Dodge-Romig Sampling

Inspection Tables. 08

Un plan basico de muestreo para aceptacion con-
siste en seleccionar n articulos de un lote de ta-
mafno Ny aceptar el lote si el numero de articulos i \
defectuosos es menor o igual a un ndmero de o4

aceptacion c, previamente estipulado. s

- n=50,c=1
0.6

n=100,c=2

n=200,c=4

Un factor muy importante en un plan de muestreo
es la probabilidad de aceptar el lote P(A) dada 0 . o A . .
una proporcion supuesta conocida de articulos de-

fectuosos p.

La paradoja de San Petersburgo

La esperanza matematica de un juego de azar se calcula multipli-
cando el valor de cada premio por la probabilidad de éste y suman-
do todos estos productos. Los hermanos Bernoulli plantearon en el
siglo xvill un juego similar al siguiente: se lanza una moneda hasta
que salga una cruz. Si sale en la primera tirada, el jugador A paga
al B un euro; si sale en la segunda, dos euros; si sale en la tercera,
cuatro euros; y asi sucesivamente. ;,Cual es la esperanza matema-
tica del jugador B? O, lo que es lo mismo, ¢cuanto tiene que pagar
de antemano el jugador B al A para que el juego resulte equitativo?

En resumen, el jugador B ten-
dria que pagar al A infinitos eu-
ros, para que éste osase jugar
a un juego tan peligroso para
sus ahorros. De no hacerlo asi,
el jugador B siempre jugaria
con ventaja, al menos en teoria.

El premio que recibe el jugador B depende de la tirada n en que
aparece la primera cruz, por lo que puede ser:

1,2, 4,8, ...,20+1 euros

Por otra parte, la probabilidad de que salga cruz en la tirada 1, 2, 3,
..., N es, respectivamente:

2(a) (&) (&)

Por lo tanto, la esperanza matematica es:

2 n
1. 140 (1 +...+2”‘1~(l L
2 2 2 2 2 2




La estadistica, émejora nuestra salud?

Actualmente, y sobre todo en determinados ambitos, la toma de decisiones no puede estar sujeta a supo-

siciones, sino que debe fundamentarse en métodos cientificos con una base estadistica.

Los procesos de control de calidad constituyen una de las aplicaciones mas importantes en las que inter-
viene la toma de decisiones apoyadas sobre dichos métodos, y en los que la estadistica aparece en la pla-
nificacion, la recogida de datos y el analisis y la deduccion de conclusiones posteriores.

Inicialmente el control de calidad se empled en
el ambito industrial: control de costes, precios,
beneficios, plazos de entrega... Sin embargo,
en la actualidad también tiene utilidad en la
prestacion de servicios sociales como, por ejem-
plo, el servicio de asistencia sanitaria y su reper-
cusion en la calidad de la atencion sanitaria y de
la salud en particular.

Asi, la estadistica se usa para controlar la segu-
ridad alimentaria con el muestreo de alimentos
elaborados o de animales de granja, para evitar
pandemias como en el caso de las vacas locas
o de la gripe aviar; o en los controles de calidad
aplicados en las diferentes secciones de los la-
boratorios de analisis clinicos, bancos de san-
gre, monitorizacion de farmacos...

Pruebas de normalidad

Como ya sabemos, para ajustar una tabla de fre-
cuencias de tamafo n a la distribucién normal,
comparamos las frecuencias relativas de la tabla
con las correspondientes probabilidades obteni-
das con una distribucién normal con la misma
media y la misma desviacion tipica. De esta com-
paracion podemos deducir, grosso modo, si los
resultados obtenidos se parecen o no.

Si deseamos realizar la comparacién con mayor
precision, podemos acudir a una prueba de nor-
malidad, como por ejemplo la de Kolmogorov-
Smirnov. Esta prueba consiste en:

— Calcular las frecuencias relativas acumuladas
de la tabla.

— Hallar los valores que da la distribucion nor-
mal.

— Obtener las diferencias en valor absoluto entre
ambos resultados y tomar la mayor de ellas,
d,,.

» . 136
Entonces, si d,, < T podremos asegurar, con
m

un riesgo del 5%, que el ajuste es bueno y que,
por lo tanto, la poblacion se comporta segin una
distribucion normal.

Prohibida su reproduccion



Recurso para la evaluacion
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En la tabla de la derecha aparece el nimero de habitaciones de las viviendas de un barrio.

N IWIN =

1. ¢Qué porcentaje de pisos tienen 2 o menos habitaciones? (Y mds de 3 habita-ciones?

2. Construye un diagrama de barras horizontales y un diagrama de sectores de este estudio

estadistico. 1

3. Al tirar 50 veces dos dados y sumar los puntos, hemos obtenido los siguientes resultados: 4,

3,812,6,2,7,9.11,5,3,7,12,10,9,4,6,8,11,10,2,6,10,12,3,5, 7,7, 11,6, 11,5, 4,2,9, 12, 10, 3,

2,5,7,4,3,5,6,9, 11,8, 6y 6. Determina la poblacién y la va-riable estadistica.

— Construye la correspondiente tabla de distribucién de frecuencias.

— Construye un diagrama de barras, un diagrama de barras de frecuencias acumuladas y

un poligono de frecuencias que reflejen los resultados obtenidos.

12.  Construye un diagrama de sectores para representar la inversién publicitaria de un pais:
el 44 % es publicidad televisiva, el 33 % aparece en los diarios, el 14 % en las revistas, el
6.4 % en radio, el 2,2 % es exterior (vallas publicitarias...) y el 0,4 % se anuncia en el cine.
Escribe al lado de cada sector la frecuencia relativa expresada en nimeros decimales.

13. En la siguiente tabla aparece la tasa global de fecundidad de tres paises a lo largo del

tiempo.

Confecciona el grafico evolutivo de cada pais segun los datos de la tabla y ela bo ra un

grafico comparativo con los datos de los distinfos paises.

Espana 2,20 1,64 1,36 1,18 1,22 1,35 146
Francia 1,95 1,81 1,78 1,70 1,82 1,93 1,98
China 62,63 2,64 2,22 1,87 1,74 1,67 1,60




a)

b)

------------------------------------- © GOLUCIONARIO

Representamos por x el porcentaje de pisos que tienen 2 o menos habitacio-
nes.

20+50=70
X 70 100 - 70
= X =

= 46,67
100 150 150

El 46,67 % de pisos tiene 2 o menos habitaciones.

Representamos por y el porcentaje de pisos que tiene mas de 3 habitaciones.

100 150 Y 150

y 20 _ _100-20=13,33

El 13,33 % de los pisos tiene mas de 3 habitaciones.

N w IS

N.° de habitaciones

0 10 20 30 40 50 60 70
Frecuencia absoluta
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Tomando en cuenta las siguientes indicaciones.

a) Elaborar graficos de barras y de pastel simples, acerca del porcentaje de personas hom-
bres y mujeres mayores de edad vivos en el Ecuador.

b) El porcentaje de personas de acuerdo a su etnia en el Ecuador.

C) El porcentaje de personas de acuerdo a su edad en el Ecuador.

El docente puede encontrar esa informacion en el Instituto Ecuatoriano de Estadisticas y

Censos:

2.3. Grdficos estadisticos con ordenador

Podemos confeccionar graficos estadisticos con una hoja de cdlculo. Veamos un ejemplo
utilizando la aplicacién del programa OpenOffice, dispo-nible gratuitamente en http://
www.openoffice.org/

— Abrimos el programa Hoja de cdlculo. Consta de un conjunto de celdas orga-nizadas
en filas y columnas en las que podemos colocar ordenadamente la informacién. Copia-
mos en ella los datos de un estudio sobre el niUmero de piezas de fruta y verdura consu-
midas en un dia por los alumnos de una clase. Utilizamos el ratén o bien el cursor para
pasar de una celda a ofra.

— A contfinuacién, nos colocamos en la celda Al, pulsamos el botén del ratdén y lo arras-
framos hasta la celda B7 para seleccionar el rango que queremos representar. Todas las
celdas quedan sombreadas.

— Abrimos el menu desplegable Insertar y escogemos la opcion Grafico.

— Aparecen el grdfico y una serie de ventanas, que ofrecen diferentes posibili- dades.
Elegimos las mds adecuadas y pasamos a la siguiente ventana pulsan-do la opcion

Siguiente hasta obtener el grafico deseado y entonces marcamos la opcidn Finalizar.
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e Valorar las reivindicaciones femi-

nistas, ecologistas e indigenistas,
reconociendo la validez de las
mismas y actuando con respeto
ante las mujeres, los indigenas vy el
medioambiente.

Elaborar carteles con mensajes de
concienciacién sobre la igualdad
de género, la conservacién de la
naturaleza, asi como para conde-
nar las actitudes racistas y etnocén-
fricas contra los miembros de pue-
blos y nacionalidades originarias
de Ecuador y América.

Utilizar los medios de comunica-
cién con sentido critico, sabiendo
gue sus mensajes pueden estar
motivados por poderes que No son
manifiestos. Comparar cémo una
misma noticia es enfocada por
distintos medios de comunicacion.
Comparar el contenido de distintos
fipos de comunicacion.

CICLO DEL APRENDIZAJE

Definir movimiento obrero, feminis-
mo, indigenismo, ecologismo, eco-
feminismo.

Identificar las caracteristicas de los
movimientos artisticos del siglo XIX'y
relacionarlos con el poder.

JTodas las pinturas del siglo XIX son
iguales? ¢La técnica y el tema de
una pintura reflejan una forma de
pensar?

¢De qué forma las clases populares
han reaccionado y se han organi-
zado antfe la desigualdad social, la
discriminacién de género y éfnica?

Observar obras de arte del siglo XIX
para identificar en ellas la influen-
cia del poder vy la politica del mo-
mento.




BANCO DE PREGUNTAS
| e e
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RECURSOS PROPIOS DEL AREA

g Tl

La Hoja de Cdiculo Excel puede convertirse en una poderosa herramienta para crear
entornos de aprendizaje que enriquezcan la representacion (modelado), compren-

sion y solucidn de problemas, en el drea de la estadistica y probabilidad. Excel ofrece
funcionalidades que van mas alld de la tabulacién, cdlculo de férmulas y graficacion

de datos:




uoooNpoIdal NS PPIGIYOI




[
0
(6]
)]
3
ko]
o
o}
g
3
)
o]
o
Qo
e
[
o

Orientacidn diddctica

* Es importante que el alumnado

vea la aplicacidn de la estadisti-
ca en la vida cotidiana. Para ello,
los estudios estadisticos delben es-
tar contextualizados en dmbitos
cercanos al alumno/a.

Mdas que memorizar la definicidon
de los conceptos estadisticos, es
necesario que los alumnos los en-
tfiendan y los identifiquen.

El alumno/a debe advertir que
en los casos en que se encuentre
con muchos valores distintos pue-
de agrupar éstos en infervalos.

Después de llevar a cabo el estudio
de los diferentes tipos de graficos
estadisticos, es conveniente que los
alumnos lo apliquen a la interpre-
tacién de informaciones que, bajo
esta forma, aparecen en distintos
medios de comunicacion.

Debe tenerse en cuenta que mds
importante que el cdlculo de pard-
metros estadisticos (actualmente la
mayoria de las calculadoras pue-
de efectuarlos) es que los alumnos
aprendan a interpretarlos.

La ensenanza del manejo de la
calculadora en modo estadistico
se hard atendiendo a las peque-
nas diferencias que pueda haber
debido a las marcas y los mode-
los; pero el profesor/a debe ase-
gurarse de que los alumnos sa-
ben efectuar los cdlculos sin ella.
El profesor/a hard reflexionar a los
alumnos sobre todas las conclu-
siones, matemdticamente correc-
tas, pero a veces sin significado
prdctico, que pueden derivarse
de los propios datos estadisticos.

UNIDAD 6
e W
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' Solucionario de la seccién: en contexto

La comunidad A recicla mds vidrio

1. La cantidad de vidrio reciclado por ho-
bitante en cada comunidad es:

A 9.50 C 26.31
B 16.83 D 12.28
2.

La cantidad fotal de vidrio reciclado, no
es un indicador del porcentaje de reci-
claje de una comunidad.
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Ejercicio 1
a. Poblacioén: El colegio

Variable estadistica: Preferencias depor-
tivas

Tipo de variable estadistica: cualitativa
b. Poblacién: Espana

Variable estadistica: Tiempo medio inver-
tido por los tfrabajadores en desplazarse
desde su domicilio hasta el centro de tra-
bagjo.

Tipo de variable estadistica: cuantitativa
c. Poblacién: La localidad

Variable estadistica: NUmero de veces,
en un ano, que asisten al teatro.

Tipo de variable estadistica: cuantitativa

Ejercicio 2

El método mds adecuado, depende de
la muestra escogida, pues el b) puede
ser mds adecuado si se le pregunta 100

personas, pues en el ¢, sélo se le pregun-
ta a &0.

Ejercicio 3

La representatividad, coste y tiempo si es-
tan interrelacionados y son factores que
hay que considerar la hora de decidir
el tamano de una muestra porque este,
debe ser suficienfemente grande para
resultar representativa de la poblacion,
pero, a la vez, suficientemente pequena
para que sea posible manejarla.
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' Solucionario

Ejercicio 4
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Ejercicio 5

Calificaciones | alumnos

[1,4-2,3)

[2,3-3,2)

[3,2-4,1)

[4,1-5,0)

[5,0-5,9)

[5,9-6,8)

[6,8-7,7)

N

S =
B~ la|s(r

' Solucionario

Ejercicio 6

Cantidad de partidos

Puntuacién de equipo de

2 IIIIIIIIIII::;IIIIIIII

0

baloncesto

1000000 2000000

puntuacién

3000000
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' Solucionario

Ejercicio 7
Calificaciones de alumnos en una prueba

20
15

10

0-. ]

[1,4-2,3) [2,3-3,2) [3,2-4,1) [4,1-5,0) [5,0-5,9) [5,9-6,8) [6,8-7,7)
Ejercicio 8

1590000 1142981

1228130 2478256

1942311

® Infantil = Primaria " Secundaria " Bachilleratoy FP = Universitaria

Ejercicio 9
GANANCIAS DE UNA EMPRESA EN UN ANO
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. Solucionario

Ejercicio 10
x=90,6

Ejercicio 11
x=19

Ejercicio 12
x=98,5

' Solucionario

Me=85

Me=3

Me=97,5

Ejercicio 13
xi fi xi*fi
0 1 0
1 1 1
2 11 22
3 4 12
4 2 8
5 0 0
6 1 6

20 49

= 2= 2,45
20

D= % = 0,6275

Ejercicio 14
xi fi o xi*fi
10 7 70
11 3 33
12 5 60
13 1 13
14 3 42
15 7 105
16 4 64

30 387
x= % =129
D= 22 = 0,4033
30

Mo=80

Mo=2

Mo=97

xi- x|

2.45
1.45
0.45
0.55
1.55
2.55
3.55
12.55

Xi- "X
2.9
1.9
0.9
0.1
1.1
2.1
3.1
12.1
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Ejercicio 16
xi fi Fr xi*fi  (xi — x)?
1 2 0.053 2 4.55
2 9 0237 18 1.28
3 16 0421 48 0.02
4 4 0105 16 0.75
5 7 0184 35 3.49
38 1.000 119 10.09

b. La calificacién promedio de los hoteles es: x =

C' S - 2?:1()(_)_()2
\} N-1

5= 10.09 — 0,52
37

119

38

3,13

Ejercicio 15
a)
. . e xi
Xi fi  xi*fi (_ %)?
13 3 39 11.2225
14 1 14 5.5225
15 5 75 1.8225
16 4 64 0.1225
18 3 54 2.7225
19 1 19 7.0225
20 2 40 13.3225
22 1 22 31.9225
20 327 73.68
b)
X =— = 16,35; Me=16;
c) s= Zl_l::](i(IX)
s= [— =1,97

N

>
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. Solucionario

Ejercicio 17
Xi fi Fro xi*fi  (xi —x)?
1.64 1 0.111 1.64 0.005
1.65 2 0.222 3.3 0.003
1.69 1 0.111 1.9 0.000
1.70 2 0.222 34 0.000
1.75 1 0.111 1.75 0.002
1.80 2 0.222 3.6 0.008
9 1.000 15.38 0.02
F=238_-171  Me=170:  Mo=1,65-
1,70-1,80
b) Dm:@ = 0,032
c) s= /m 0,0487
9-1
' Solucionario
Ejercicio 18
Interv. | xi | Frec.(ni) | xi*fi |Xi|' X/ [xi r-“x ¥
[2,8) | 5 6 30 | 74 | 444
[8,14) | 11 14 154 | 14 | 196
[14,
20) 17 7 119 | 46 | 32,2
[20,
26) 23 3 69 10,6 31,8
30 372 24 128
x=222=-124
128
szg = 4,3
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' Solucionario

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Eltiempo invertido por los participantes
en una prueba de atletismo en cubrir el
circuito es una variable estadistica: c)
Cuantitativa continua.

2. Al realizar un estudio estadistico es con-
veniente escoger una muestra) Sila po-
blacién es muy grande.

3. Un profesor efectia un examen para
conocer el nivel de sus alumnos al em-
pezar el curso.

a) Porque recoge, ordena y analiza do-
tos para estudiar el comportamiento
de un colectivo.

b) La poblacién: alumnos de la clase.
Variable estadistica: puntuacién ob-

estadistica es 1 si se expresan en forma
fraccionaria o decimal y es 100 si se ex-
presan en porcentaje:

5. Respuesta abierta
6.
a) Si es necesario fomar una muestra

b) Una forma de escoger la muestra, es
por provincias, hacer el estudio en las
provincias de mayor poblacion.

7. Varias respuestas

8. Tabla de frecuencias

tenida en el examen. | Xi ‘ ni | fr | fa |
. 0 8 0,33 8
¢) Suponiendo que el profesor pone no- 1 4 0.17 12
tas numeéricas, e independientemen- 5 6 0’25 18
te de si estas son niUmeros enteros o '
, 3 3 0,13 21
con uno o dos decimales, se trata de A 5 5
una variable cuantitativa discreta. 0,08 3
5 1 0,04 24
4. La frecuencia absolufa de un valor de 24

la variable estadistica es el nUmero de
veces que se repite dicho valor.

La frecuencia relativa de un valor de la intervalo ni fr fa
variable estadistica es el resultado de di- 250 12975| 3 0,06 3
vidir la frecuencia absoluta de dicho valor 2975| 345 | 4 0,08 7
por el nimero total de dartos. 345 |1392,5| 13 0,26 20
La suma de las frecuencias absolutas de 3925 440 6 0,12 26
todos Ios posibles valores de una variable 440 |4875| 9 0,18 35

estadistica coincide con el nimero total 4875| 535 | 1 0,02 36 fg

de datos: 535 |582,5| 6 0,12 42 3

N1+ ..+nN=Zni=N 582,5| 630 | 4 0,08 46 8

630 |677,5| 2 0,04 48 E

La suma de las frecuencias relativas de 6775| 725 | 2 0,04 50 2

todos los posibles valores de una variable 50 1 g

9. Tabla de frecuencias
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' Solucionario

Confecciona las tablas adecuadas y de-
fermina la moda, la mediana, la media
aritmética, el recorrido, la desviacidén me-
dia, la varianza y la desviacioén tipica de
la siguiente distribucion de datos. x = 6,6;
Me=6,1; Re=14; 2=14,58; =3.8

' Solucionario

1. Son encuestados veinte matrimonios
respecto a su nimero de hijos y se ob-
fuvieron los siguientes datos:
2;4,;2:3;1,2;4;2,;3;0;2,2;2,;3,2
06,2.3:2:2;

Halla la desviacion media.

2. Los siguientes datos muestran el nime-
ro de vuelos internacionales recibidos
en el aeropuerto de la ciudad de Qui-
to durante un mes, construye una tabla
de distribucion de frecuencias y halla
la desviacién media.

10, 15, 10,16, 15,12,12,10,15,12,12,16,10,13,1
2,11,10,11,15,15,16,14,14,14,10,11,10,15,15,16.

1. Dm=10,9
2. Dm=2,03
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' Solucionario

1. Las puntuaciones obtenidas por un gru-
po de estudiantes en un examen han
sido las siguientes:

15, 20, 15, 18, 22, 13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16,
20, 16, 15, 18, 16, 14, 13.

a) Construye la tabla de distribucion de
frecuencias.

b) Calcula las medidas de tendencia
central de los datos.

c) Halla la desviacién fipica.

2. El nimero de estrellas de los hoteles de
una ciudad viene dado por la siguien-
te serie:

3,3,4,3,4,3,5,3,4,3,3,3,2,5,3,3,3,2,35,
2,3,3,3,2,55,2,2,3,2,1,5/1,2,2,4,5.

2.1 Construir la tabla de distribucion de
frecuencias.

2.2 Halla la calificacién promedio de los
hoteles segun la cantidad de estrellas

2.3 Calcula la desviacion fipica

1b) x =16.35, Me=16, Mo=15, ¢) s=1.97 2.2
x =32 23 =127

N
~
(@)
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'Solucionario

°La siguiente tabla recoge el nimero de
canastas en juego encestadas por dos ju-
gadores de baloncesto en los diez Ultimos
partidos.

— Calcula la media aritmética de canastas
y la desviacién tipica para cada uno de
los jugadores. (Cudl de ellos tiene un rendi-
miento mds regular?

x A=47 _A=179x B=37 _B=0,78Es
mds regular el jugador B.

Las calificaciones obtenidas por un grupo
de 40 alumnos en una prueba son las si-
guientes:

3.0;56,5;4.4,60;4.3,72;4,7:65;6,7; 4,0, 59; 58,

1.4:32:58,4,6;4,1:35: 68,5059, 21:42: 4,5, 3 3
41:4,8:28;4,7:77;60:30;57;45;49; 3,3; 4,8;
47:52;38vy6,1.

a) Agrupa estos datos en intervalos de am-
plitud 1.

b) Si para superar la prueba se debia obtener como minimo 5,2 puntos, ¢qué porcen-
taje de alumnos superd la prueba? b) 36%

Juagador A 5 3 6 7 3 2 8 4 4 5

Jugador B 4 4 4 2 5 4 3 4 4 3
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31. Supongamos que un grupo de alumnos
presenta las siguientes estaturas (en cm):

160, 161, 161, 163, 172, 190, 191, 192, 198

a. Halla la moda y la mediana.

b. (Crees que la moda o la mediana, en
este caso, describen acertadamente al
grupo de alumnos?

x =176,4, Me=172, Mo=161

Paraconocerelconsumoenkwhenuna
zona residencial de Guayaquil, en horas
pico, se foma una muestra aleatoria de
15 viviendas de la zona y estos son los re-
sulfados:

130, 145, 135, 155, 180, 200, 210, 190, 185,
206, 192, 140, 156, 167 y 180.

a. Calcula el consumo promedio en Kwh de
dicha zona en horas pico

b. Determina la moda y la mediana
1.Mo=X; 2.0) x =171,4 b) Mo=180Me=180

En un es-
tudio estadistico sobre la cantidad de veces que
practican deporte un grupo de Tro de bachillerato ARO Produccién
del colegio «X» las respuestas obtenidas fueron:
50112433322 1y1. 1990 60446,6
a) Halla los pardmetros de centralizacion estudiados 1991 599205

para el conjunto de datos.

b) ¢Qué conclusiones puedes deducir de los resulta-
dos obtenidos? 1993 50827,1
a) x =2,2, Me=2, Mo=1
Demuestra que si es la media aritmética de una
distribucién, la media de la distribucién obtenida al 1995 61494,0
multiplicar todos los valores de la primera por una
constante ¢ queda también multiplicada por c.

35. La producciéon mundial de crudo entre 1990 y 1999 1997 654679
en miles de barriles diarios se muestra en la tabla
siguiente: ejerc. 35 pdg.212 Modalidad de Human.

y C. Sociales 1999 64564,1

1992 600391

1994 60480,0

1996 63486,1

1998 66149,0

Prohibida su reproduccion
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a) Construye un grafico evolutivo que re-
fleje estos datos.

b) Calcula la produccién media en estos
anos.

b) 62187,4

Los pesos de los 65 empleados de una f&-
brica vienen dados por la siguiente tabla:

Peso fi
(560,60) 8

(60,70) 10
(70.80) 16
(80,90) 14
(90,100) 10
(100,110) 5

(110, 120) 2

Halla el peso promedio de los emplea-
dos.

Construye el grdfico representativo para
estos datos ‘ ‘

X =79.8

Una mdquina produce piezas que, tedri-
camente, han de medir 50 mm. Seleccio-
nada una muestra de 39 piezas, se obtu-
vieron las siguientes medidas, expresadas
en milimetros.

49, 49, 50, 52, 50, 50, 49, 50, 52, 51, 50, 47, 50,
51, 49, 50, 50, 51, 49, 52, 50, 51, 50, 51, 50 ,50,

51, 80, 48, 50, 53, 50, 52, 49, 50, 53, 49, 48 y
55,

Calcula la moda, la media y la mediana
de esta muestra.

La siguiente tabla muestra el consumo
de gasolina de cierto vehiculo (en litros
cada 100 km), calculado en doscientas
ocasiones.
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Intervalo (6.7)

(7.8)

(8.9 (9 10)

nj 1

39

67 56

(10,11)§

27

Determina manualmente la moda, la mediana y la me-
dia aritmética de la distribucién de datos.

x =8,74, Me=8,75; Mo=8,5

La siguiente tabla muestra la duraciéon (en horas) de

tfreinta bombillas de cierta marca.

Duracién N¢ de Bombillas

(310, 420) 1

(420, 530) 10

(530, 640) 10
777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 (640, 750) 5

(750, 860) 3

(860, 970) 1

Determina la duracién media de las bombillas.

42. Elabora el histograma de frecuencias absolutas
correspondiente a los datos de la siguiente tabla 'y
halla la moda, la mediana y la media aritmética.

43, Se desea llevar a cabo un estudio estadistico de
la edad de los visitantes de un museo. Para ello, se
considera una muestra representativa y se obtienen
estos resultados: 13, 15, 18, 22, 21, 35, 38, 45, 20, 21, 19,
24,28, 67, 26, 24, 31, 23, 25, 27,25, 16, 17,19,20 y 21.

— Calcula, usando la calculadora, la media aritmé-
fica y la desviacioén tipica de los datos anteriores y
comprueba si tu respuesta es correcta.

44. El histograma de la distribucién correspondiente all
peso de 100 alumnos de Bachillerato es el siguiente:

N
~
O
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Elabora la tabla de la distribucién.

Calcula la media, la moda y la mediana

X =67,95, Me= 67,93 Mo= 67,85

5. Medidas de dispersion y de posicion

El precio, en ddélares, de un mismo articulo en

diferentes tiendas viene dado por esta serie de
datos.

2,50; 2,50; 2,50; 2,50; 2,55; 2,55; 2,55; 2,60; 2,60; 2,60; 2,60; 2,65; 2,65; 2,70; 2,70; 2,70; 2,75; 2,75; 2,80;
2,80; 2,85y 2,90.

Calcula la media aritmética y la desviacion tipica de estos datos usando tu calculadora.
X =2.6,0=0,12

Los 40 alumnos de una clase han obtenido las siguientes puntuaciones, sobre 50, en un examen de
Fisica.

3,15, 24, 28, 33, 35, 38,42, 23, 38, 36, 34, 29, 25,17, 7, 34, 36, 39, 44, 31, 26, 20, 11, 13, 22, 27, 47, 39, 37,
34,32, 35,28, 38,41, 48, 15,32y 13.

-Construir la tabla de frecuencias.
-Calcula:
a) La moda, mediana y media.

b) El rango, varianza y desviacidn fipica.

Infervalo © (0,1) | (1.2) | (23) | (3.4) (4,5)§

nj 22 2 8 9 5




. Solucionario

Las alturas de los jugadores de un equipo de baloncesto vienen dadas por la tabla:

Altura No de jugadores
(170,175) 1
(175,180) 3
(180,185) 4
(185,190) 8
(190,195) 5
(195,200) 2

a. La media, mediana y moda

b. La desviaciéon media

a.x=1,866, Me= 1,872, Mo= 187,5

48. Sea una distribucidn estadistica que viene dada por la siguiente tabla:

Edad

(0.2)

(24

(4.6)

(6.8)

(810)

f

4

1

24

34

40

Calcula:

La media aritmética y desviacién tipica.

¢Entre qué valores se encuentran las 10 edades centrales?

Representa el poligono de frecuencias absolutas acumuladas.

X=6,2;0=12,18

En una clase se han recogido datos de los hdbitos de lectura de los alumnos en el Ultimo afo.

Libros leidos

Q.1

(24

(5.7

(8,10) i

Alumnos

6

9

5

2

a) Representa la informacién en un grdfico.

b) Calcula la media, la moda y la mediana.

c) Calcula la desviaciéon media, la varianza y la desviacion tipica.

% =3,55; Me= 3; Mo= 3; Dm= 2,11; var = 6,69; 0= 2,59;

2

x
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. Solucionario

50. Dada la siguiente distribucién de frecuencias, calcula:

a) Media y desviacion tipica.

b) Percentiles 20 y 80.

X n
10-12 10
7-9 100
4-6 60
1-3 30

=6,35;s=2,41; P, =4; P, =8,6

51. Utiliza alguna calculadora de estadistica descriptiva para calcular la moda, la media aritméti-
ca, la varianza y la desviacién tipica de la siguiente serie de datos, que corresponden a la edad
en que se casaron un fotal de 20 personas encuestadas:

26,28,26,29,32,35,37,26,29, 32, 34, 34, 32, 34, 37, 40, 32, 25, 36,32y 38.

52. Una distribucién estadistica viene dada por la siguiente tabla:

Infervalos (10, 15) i (15,20) £ (20, 25) | (25, 30) | (30, 35)§

fi 3 5 7 4 2

Halla la mediay percentil 70
x=213;P, =248

La realizacién de una prueba de habilidad motora por parte de 60 nifos han dado los resulta-
dos que siguen:

15, 35,18, 23,75,81,19, 27,15, 18, 63, 45, 31, 32, 45, 18, 29,17,30, 77,76, 75, 19, 15, 23, 35, 81,
15,81, 41,76, 24,27, 69, 15,18, 13, 18, 76, 14,29, 31, 52, 46, 18, 17, 35, 62, 44, 31, 18, 27, 32, 74,
19,31,47,19,82y 50.

Agrupa estos datos en intervalos de amplitud cinco, realizando la correspondiente tabla estadis-
tica completa.

S

Q

3 Se ha realizado un test de habilidad numérica a los alumnos de una clase. Los resultados obteni-
s dos son:

© H

é Puntos (10,15) i (15,20) { (20, 25) | (25,30) (30, 35) i

a

& Alumnos 4 6 6 10 8




. Solucionario

a. Representa los datos mediante un histograma.

b. Calcula el promedio de la puntuacidn obtenida por el grupo en el test.
c. Halla la moda, mediana, desviacién tipica y desviacién media. Interpreta los resultados.

b5, Los siguientes datos corresponden al nimero de vigjeros por meses, en establecimientos
hoteleros durante el ano 2014 en Ecuador.

2775738,3205892,4 143 343,4 931 385,
5724 555,5834 331,6 415 298, 6 986 211,
6 349 504, 5 447 890, 3 570 715, 3 204 082

Calcula el promedio anual de viajeros y luego calcula la desviacién tipica para ver si esa
media es representativa de todos los meses del ano.

X = 4.882.412 viajeros, = 1.390.381 viajeros.

58. Construye la tabla de distribucion de frecuencias de la siguiente serie de datos correspon-
dientes a la temperatura minima registrada en una ciudad a lo largo del mes de febrero:

84-8-7-26-46-24-12-1-2-22-3-3,6-44-46-3-24-14-24-12-22-2-78-
6,6-52-16-4-38-5

59. Construye la tabla de distribucion de frecuencias de la siguiente serie de datos correspon-
dientes al fiempo, en minutos, que tfardan los alumnos de un curso en ir a su escuela:

10,0, 2,21, 24,3,7,8,5,9,8,6,5,6,12,14,4,1, 2,3,4,3,4,16 y 6.
60. Lanzamos un dado 25 veces y obtenemos los siguientes resultados:
53,26,51,2,3,2,1,5,1,5,2,4,5,6,1,2,4,4,2,2,4y 3.
-Calcula el promedio de los datos, la mediana y el percentil P30.
% =3,2,Me=3;P, =2

73. En un colegio de Quito hemos medido la altura de los 25 alumnos. Sus medidas, en cm, se
reflejan en la siguiente tabla agrupados en intervalos:

Alturas No de alumnos (fi)
(150, 155) 3
(155, 160)) 7
(160, 165) 6
(165, 170) 4
(170, 175) 5

N
oc]
w
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' Solucionario

Calcula la varianza y la desviacion tipica.

varianza=42.95, 6=06.55

88.

X =

=i
Il

91

Ca

La siguiente tabla muestra la distribucién de edades de un grupo de jovenes que participan en
unas competencias deportivas:

Alfuras No de alumnos (fi)
(10, 12) 4
(12, 14) 1
(14, 16) 24
(16, 18) 34
(18,20) 40

Calcula la media, mediana y moda
15' 35, Me= 15'3846; Mo=15'1765

Los datos siguientes corresponden a las faltas a clases en un mes de un grupo de estudiantes de
bachillerato de un colegio «X»:

2,4,3,1,1,4,3,5,0,7,0,2,8,3,8,0,2,2,8,1,9,0,6,3,8,3,1,4,2,8,0,2,0,4,3,1,1,5,1,9,1,8,3y 1.
¢Cudl es el promedio de faltas de los estudiantes de bachillerato en el colegio?

¢ Cudl es el valor que corresponde a la mediana, y los cuartiles 1y 3?

Interpreta los resultados.

2,19

Determina la moda, medianay el primer y segundo cuartil de los para los datos
2,4,3,0,2,1,1,2,3,3,3,1,1,1,0,1,4,0,1,3,4,0, 1,y 2.

Mo =1, Mediana =1,5,Q1=1y Q3=3

Los datos siguientes representan la temperatura del fluido de descarga de una planta para el
tfratamiento de aguas negras durante varios dias consecutivos.

43 47 51 48 52 50 46 49 45 52 46 51 44
49 46 51 49 45 44 50 48 50 49 50

lcula:

La distribuciéon de frecuencias de los datfos.



' Solucionario

La media y la mediana.

La varianza y la desviacién tipica.

El percentil 5y 95 de la temperatura.

Porcentaje de dias en que la temperatura es superior a 45 pero menor a 50.
Representa graficamente la distribucion y comenta el gréfico obtenido.

El enfrenador de un equipo de baloncesto duda entre seleccionar a Carmen o a Tania. Los puntos
conseguidos por cada una, en una semana de entrenamiento, fueron estos:

a) (Cudl de las dos tiene mejor promedio?
b) Calcula la desviacioén tipica.

c) ¢Cudl de las dos es mds regular?

93. A una academia de baile en la ciudad de Manta asisten jévenes de las siguientes edades:
141616191717151717 15
1915151617 14151617 16
1615161814 1514171318
1616151617 1517 1416 16
1818161817 1717171516
a) Construye la tabla completa de frecuencias.
b) Calcula la moda.
c) Determina su media aritmética, varianza y desviacién tipica.
d) Halla el valor de la mediana, del percentil 29 y el cuartil 3.

P) Mo =16;¢c)X=16,12;c)s*=1,79;s =1,34d) Me = 16; P,, = 15; Q,=17
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.Solucionario

En la siguiente tabla aparece el peso (en
gramos) de 100 comprimidos de un deter-
minado medicamento.

a) Construye el histograma y el poligono de
frecuencias.

b) Calcula la media aritmética y la desvia-

cion tipica.

Alturas No de alumnos (fi)
(4,45, 4,55) 1
(4,55, 4,65) 2
(4,65, 4,75) 10
(4,75, 4.85) 21
(4.85, 4,95) 33
(4.95, 5,05) 18
(5.05, 5,15) 9
(5,15, 5, 25) 4
(5, 25, 5,35) 2

c) Calcula el primero y el tercer cuartiles, y el
percentil 15,

d) (Qué porcentaje de comprimidos pesa
menos de 4,87 g?

b) X = 4,91, 0o = 0,15, C) Ql = 4;81; Q3 = 4l99I
P, =476; d) 40,6%

Pagina 250




' Actividades Complementarias
1. Calcula los pardmetros de centralizacion y de dispersion para los datos de esta

tabla:

Intervalo (0,.3)

(3.6)

(6.9

nj 1

4

25

(9,12) i (12, 15)

5 15

X =9,24; Me=8,76, Mo=7,5; 02=8,8; 0= 2,98

2. Calcula la moda, la media aritmética y la mediana en la distribucién de datos que aparece

en esta tfabla.

Intervalo (2. 8)

(8, 14)

(14, 20)

(20, 26)

nj 6

14

7

3

x=12,4,Me=11,9; Mo=11

Ejemplos

de nameros factoriales
20=2.1=2
31=3.2.1=6
41=4.3.2.1=24
51=5.4.3.2.1=120
6!=6-5-4-3.2.1=720
71=7-6.5-4-3.2.1=5040
81=8.7-6-5-4-3-2.1= 40320

Las calculadoras cientificas permi-
ten obtener directamente el valor
de un numero factorial.

La tecla o combinacién de teclas
que se debe pulsar depende del
modelo de calculadora. General-
mente, el factorial viene represen-
tado por los simbolos: ! o x!

1. Nameros factoriales

Cuando efectuamos calculos matematicos frecuentemente aparecen
productos del tipo:

3:-2-1

5.4.3.2.1 8.7-6-5-4.3-2-1

Si te fijas, los factores de estos productos son, respectivamente, los
3, 5y 8 primeros nimeros naturales.

Para abreviar la escritura de estos productos se utiliza el simbolo !,
que se lee factorial. Asi:

Producto Escritura Lectura
3-2-1 3! 3 factorial
5.4.3.2.1 5! 5 factorial
8:7-6-5-4-3-2-1 8! 8 factorial

Los numeros naturales que se obtienen al efectuar estos productos se
denominan nimeros factoriales.

’

Dado cualquier nimero natural n, mayor que 1, se llama n fac-
torial (o factorial de n), y se simboliza por n!, al nimero natu-
ral que se obtiene al efectuar el producto de los n primeros nu-
meros naturales.

n=n-(n-1)-(n-2)-..

201
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2. Nimeros combinatorios

Ciertos cocientes de numeros factoriales tienen gran importancia en
matematicas por su aplicacion a la resoluciéon de diversos problemas,
como podras comprobar a lo largo de esta unidad.

Observa los siguientes cocientes:
7! 9! 6!

2!. 51 3!- 6! 4!. 2]

. . n!
Estos cocientes son del tipo KU (n— k)

ros naturales cualesquiera, tales que k < n. Los representaremos sim-
bolicamente del modo siguiente:

7 9 6
2 3 4
Y los leeremos 7 sobre 2, 9 sobre 3 y 6 sobre 4. Estos cocientes se

denominan numeros combinatorios y su resultado es siempre un
numero natural.

donde ny k son dos nime-

Dados cualesquiera numeros naturales n y k, tales que k < n,
se llama ndmero combinatorio n sobre k, y se simboliza por

[Zj al numero natural que se obtiene al efectuar el cociente
n!
n n!
k) K (n— k)
Asi, por ejemplo:

3
AN 7! 7 785 B
(2]_2!-(7—2)!_2!-5!_ P =7 8=

Como en el caso de los nimeros factoriales, conviene extender la de-
finicion de nimero combinatorio al caso k= 0. Asi:

(g): 0!~(r,77!—0)! B 1ﬂ;4 =1

CALCULADORA

Algunas calculadoras cientificas
permiten también obtener directa-
mente el valor de un nimero com-
binatorio.

Como en el caso de los nimeros
factoriales, la tecla o combinacion
de teclas que se debe pulsar de-
pende del modelo de calculadora.

— Consulta el manual de tu cal-
culadora y obtén el valor de los
siguientes nimeros combinato-
rios:

HEHIY

Calculo
de niimeros combinatorios

En la practica, se utiliza la siguien-
te expresion para el célculo de nu-
meros combinatorios:

k factores

(n]=n-(n—1)-...-(n—k+1)

k k!

Observa que esta expresion es la
que se obtiene al simplificar la de
la definicion:

ny n! B
k] kl-(n-k)

n-(n-1-...(n-k+1- (p—0
Kl ()

8
Asi, para calcular, por ejemplo, [ ]
hacemos: 5

5 factores

———
8) 8-7-6-5-4
5) " 51
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