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ADVERTENCIA

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacién es combatir el sexismo y la discriminacién de género en la sociedad ecuatoriana y promover,
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. S6lo en los casos en que tales expresiones no
existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta practica
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espariola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en
espafiol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley lingistica de la
economia expresiva> para asi evitar el abultamiento gréafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y
los, os/as y otras formulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos.
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Estelibro detexto quetienes en tus manos es una herramientamuy importante
para que puedas desarrollar 10s aprendizajes de lamejor manera. Un libro de
texto no debe ser la Unica fuente de investigacién y de descubrimiento, pero
siempre es un buen aliado que te permite descubrir por ti mismo la maravilla
de aprender.

El Ministerio de Educacion ha realizado un ajuste curricular que busca
mejores oportunidades de aprendizaje para todos los estudiantes del pais
en el marco de un proyecto que propicia su desarrollo personal pleno y su
integracion en una sociedad guiada por los principios del Buen Vivir, la
participacion democréticay la convivencia armonica.

Para acompariar la puesta en marcha de este proyecto educativo, hemos
preparado varios materiales acordes con la edad y 1os afios de escolaridad.
Los nifios y nifias de primer grado recibiran un texto que integra cuentos y
actividades apropiadas para su edad y que ayudaréan adesarrollar €l curriculo
integrador disefiado para este subnivel de la Educacion General Basica. En
adelante y hasta concluir el Bachillerato General Unificado, los estudiantes
recibiran textos que contribuirén al desarrollo delos aprendizajes de las areas
de Ciencias Naturales, Ciencias Sociales, Lenguay Literatura, Matematicay
Lengua Extranjera-Inglés.

Ademas, esimportante que sepas que los docentes recibirén guias didacticas
gue les facilitaran enriquecer los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir del contenido del texto de los estudiantes, permitiendo desarrollar |os
procesos de investigacion y de aprendizaje més alla del aula.

Este material debe constituirse en un apoyo a procesos de ensefianza y
aprendizaje que, para cumplir con su meta, han de ser guiados por los
docentes y protagonizados por |os estudiantes.

Esperamos que esta aventura del conocimiento sea un buen camino para
alcanzar el Buen Vivir.

Ministerio de Educacion
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S INGENIOS: El proyecto educativo de

La sociedad actual se enfrenta a nuevos retfos que solo pueden superarse con educacion, esfuerzo y talento
personal y social.

INGENIOS es el proyecto de Editorial Don Bosco que promueve el desarrollo dptimo de los potenciales indivi-
duales de cada alumno, contribuye a mejorar la calidad de su educacion y le permite afrontar con garan-
fias de éxito los retos del futuro y alcanzar un mayor nivel de felicidad.

INGENIOS contempla las esencias del talento y los contextos del falento, contribuyendo a un modelo de escue-
la gque potencia al mdximo el desarrollo de la persona.

Las esencias del talento

B Ttatento analitico y critico I Talento emprendedor I Talento social
Aprender a pensar, utilizar ru- Iniciativa, imaginacion, Sensible a la justicia
tinas de pensamiento, valorar frabajo en equipo, co- social para lograr un
el pensamiento... Toda una municacidn, constancial... mundo mejor.
actitud ante la vida. Persigue tus suenos. )
I Talento cooperativo
|| Talento creativo Talento emocional Para aprender con y de
Dejar aflorar la imaginacion, Talento que permite los demds, y generar
la expresividad... en la resolu- gestionar de manera productos de valor.
cién de problemas y retos. eficaz las emociones
y las hace fluir
adecuadamente.
Los contextos del talento pensar.
El desarrollo del talento se lleva a cabo en un contexto determi-
nado, relacionado con un modelo de escuela y de sociedad: *  Espiritu emprendedor. El emprendimiento es una oportu-
L. L . nidad para desarrollar capacidades, y una necesidad
1. Un aprendizaje en un contexto prdctico y funcional. El pro- social.
yecto INGENIOS infegra el trabajo del desarrollo de las
destrezas con criterios de desempeno y las infeligencias ¢ Compromiso TIC. La tecnologia al servicio de la perso-
multiples. na (humanismo tecnoldgico) en formatos amigables y
compatibles.

e El aprendizaje se sitia en contextos reales, proximos y
significativos para los alumnos, mediante actividades 4. Un modelo de escuela integradora. La diversidad de la so-
prdcticas y funcionales. ciedad tiene su reflejo en la escuela y una escuela para
todos debe ofrecer respuestas a esa diversidad. Ademds,
una mayor equidad contribuye a mejorar los resultados
académicos. INGENIOS apuesta por el enfoque preventi-
Vo, y lo concreta en:

* Las destrezas con criterios de desempeno se progra-
man, se frabajan (actividades, tareas y proyectos) y se
evaldan (rdbricas).

2. Unas propuestas educativas abiertas al mundo. Una gran
parte del conocimiento se adquiere en contextos no for-
males, por ello nuestros libros estdn «abiertos al mundo»

* Itinerarios alternativos para acceder al conocimiento ba-
sados en las IM.

(aprendizaje 360%). Para ello: * Adaptaciones curriculares y actividades multinivel.
5 * Proponemos temas que despiertan el interés y la curio- 5. Una sociedad con valores. La actual sociedad necesita
9 sidad y mueven a indagar y ampliar el conocimiento. personas con una soélida formacién en valores para lograr
§ . Invit Lal dor del aul una convivencia mds positiva y afrontar los retos del futuro.
% nvitamos al alumno a aprender fuera del aula. INGENIOS se apoya en:
§ 3. UE entornginnovador y iecrlrolégico. IIEI proyegto INGENIOS « Valores universalmente aceptados, con un mensaje
8 a odqumdo/un compromiso con la innovacion y las nue- adaptado a la nueva realidad.
2 vas fecnologias, avanzando en la Escuela del Siglo XXI. En
g ese sentido, los principales elementos de innovacion son: ¢ La adquisicion de compromisos firmes en la mejora de

la sociedad.

e Cultura del pensamiento. Dar valor al pensar; ensenar a
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Orientacién diddactica

* En esta unidad encontrards
una coleccidn de ejercicios de
repaso y refuerzo de temas de
grados anteriores, agrupados
por bloques numéricos, que
sirven ademads para realizar la
evaluacion diagndstica que
se recomienda en al finalizar
esta unidad.

El profesor puede sugerir la par-
ficipacion de estudiantes en
el pizarrén, siguiendo los pro-
cedimientos completos de los
gjercicios con mayor dificul-
tad, y de esta forma asegura
conocimienfos previos y anti-
cipa posibles dificultades en
los contenidos de la unidad.Se
sugiere también que el docen-
tfe les pida a los estudiantes
que justifiquen sus respuestas.

* il § pespod e oo e,

. Actividades
complementarias

1. Se sugiere el desarrollo del siguiente ejercicio, a manera de repaso de conocimientos y
destrezas adquiridas en cursos anteriores:

Resolverlasiguiente ecuacion de cuarto grado, por medio de unasustitucion algebraica, para
convertirla en una ecuacién de segundo grado.

Prohibida su reproduccion
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Solucionario

2. Resuelve:
a.x=2 b.x=1

3. Halla el valor de k:
k=3
5. Resuelve los siguientes sistemas
de ecuaciones:
a.x=2y=32z=-1
b.x=0,y=0,z=1
c.x=2,y=2,z=3

6. El polinomio P(x)=ax?+bx+c cum-
ple que:

P(1)=0;P(-2)=12;P(3)=2

-Hallaa, byc.
a=1,b=-3c=2

7. Determina el dominio y recorrido
de estas funciones en R:
a. Dominio: R, Recorrido: R
b. Dominio: R, Recorrido: (0,00)

c. Dominio: R\0, Recorrido: R\0
d. Dominio: R\1, Recorrido: R\0

8. Calcula:
(f+g) (%)= x2_2§((:I—_]_

(- 900 =ck2ckl

(f Q) = X2

foa. 1
g7 S

9. Demuestra:
1,0 2X+1
f-(xX)= 1

10. Halla:
a. Horizontal: 6, vertical: V(5&7/2)
b. Horizontal: 0, vertical: -\(3&2)
C. Horizontal: -3, vertical: 2

d. Horizontal; -9/2

11. La funcion es discontinua en x =3 y
en x =4
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- Solucionario

12. sen a=0.89,
cos a=-0.45,
sen (180 - a) = 0.89,
cos (180 - a),
sen (360 - a) =-0.89,
cos (360 - a) =-0.45
13. a.<1,1> b. <2, 2>

33
c.<10-14> d. <13,15>
22

14.a. 13 b.
c\29 d.
15. (2. 4)

16. Se cortan en (0, -1)

V290

17. Son rectas coincidentes

19.y=2x+5
20. 9 21.

S

22.

a. Estédn alineados
b. No estdn alineados
23. m_ 7
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Solucionario

20. 72
10

30. X2+ y2-2x-6y-15=0

31. x+%2 (y+]_)2 169

34.10cm
35.
C= _§’]_ ,1"=§
2 2
36.
7

P(E)-E P(cmc) 0,P(ANB)=
12 16

37.1/3
38.0.3585

40,
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Evaluacion Diagnostica
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1. Encuentra 3 soluciones de la siguiente ecuacién y compruébalas.

2x - 5y=10

2. Explica el procedimiento que debemos emplear para representar gréficamente las solucio-
nes de esta ecuacion.

2x+3y=9
3. Resuelve graficamente el siguiente sistema de ecuaciones.

3x+y=4
x-2y=-1

4. Resuelve algebraicamente estos sistemas de ecuaciones.
a)2x+3y=6 b) 4x + 2y =8
x-2y=3 3x+y=-9

5. Traduce al lenguaje algebraico el siguiente enunciado.
Un padre tiene 29 ainos mds que su hijo y dentro de 14 aios le doblard la edad.

6. Se han envasado 200 litros de leche en 130 botellas de 2 litros y de 1 litro. ¢ Cudntas botellas
de cada tipo se han utilizado?

7. Elperimetro de unrectdngulo es de 390 m. Calcula sus dimensiones sabiendo que mide 51 m
mds de largo que de ancho.

8. Elfriple de un numero mds el doble de otro es 10y el segundo mds el cuddruple del primero
es 15, (Cudles son estos nimeros?




 SOLUCONRD

1. Despejamos una de las incégnitas de la
ecuacion, por ejemplo, lay.

y= 2x-10
5
2x =10
x y-T
=10 -G
5 -4
i -2
5 0
10 2

Comprobamos con un punto: 2 (0)-5-(2)=10

9 - 2x
3
@ Asignar valores a x; y.

2.@ Despejar y =

e Graficar los puntos obtenidos.

3. Contruimos las fablas de soluciones y las re-
presenfamos graficamente..

Primara acuacion Sequnda ecuacion
=% =1
3% -4 -
x ¥ X ¥ 2
-2 =10 -2 0.5
2 2 2 =15

4. a) 2x+3y=6
x-2y=3 }
5. Las ecuaciones correspondientes son:
x=29+y
x+14=2-(y+14)
6. Se obtienen las siguientes ecuaciones.
x+y=130
2x+y =200 }

Cuya solucién es x= 70, y=60. Se han utilizado
70 botellas de 2 litros y 60 botellas de 1 litro.

7.Denominamosxalaalturadelrectanguloey
alabase,yobtenemos elsiguiente sistema:

2x+ 2y =390
y+x+51 }
Cuya solucién es x = 72, y = 123, El rectdngulo
mide 123 m de base por 72 m de altura.
8. A partir del enunciado, se obftiene el
sistfema siguiente:
3x+2y=10
4x+y=15 }

Cuya soluciones x =4,y = -1,

| @
D9
[ =]
T
O
=
<))
1 O
a
N =
e
O
1 ©
D 3
' (O
P>
b
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Funciones y limites
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Ejetemdtico

Funcién exponencial

. Funcién logaritmica

. Ecuaciones exponenciales
. Ecuaciones logaritmicas

Limite finito de una funcién en un punto

: : . Limites laterales finitos

: 2. Limites de funciones i 2.3, Limites laterales finitos

: i 24. Limite infinifo de una funcién en un punto
Limites de una funcién en el infinito

1. Exponentes y logaritmos

1. Propiedades
. Indeterminaciones

Funciones y i 4. Limites de funciones polinémicas
limites : Cdlculo de limites i 4.2, Limites de funciones racionales
i 4.3. Limites de funciones definidas a frozos

Propiedades de los limites

5. Levantar indeterminaciones para calcular
: limites

i 6.1. Asinfotas verticales
6.2. Asinfotas horizontales

: 7.1. Confinuidad en un punto
: 7.2. Continuidad Iateral
7.3. Continuidad i

6. Aplicacion de limites

8.1. Continuidad de la

i 9.1. Teorema de conservacion del signo
¢ 9.2. Teorema de Bolzano

i 9.3, Teorema de valor intermedio

i 9.4, Teorema de Weierstrass

i 9. Teoremas relativos a la continuidad
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Niveles y subniveles educativos

ELEMENTOS DEL CURR—‘CULO ® Bachillerato general unificado

*  Proponer soluciones creativas a situaciones concretas de la realidad nacional y mundial median-
fe la aplicacion de las operaciones bdsicas de los diferentes conjuntos numéricos, el uso de mo-
delos funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y métodos formales y no formales de razo-
namiento matemdtico que lleven a juzgar con responsabilidad la validez de procedimientos y los
resulfados en un confexto

e Desarrollar estrategias individuales y grupales que permitan un cdlculo mental, escrito, exacto o
estimado y la capacidad de interpretacion y solucién de situaciones problémicas del medio.

Objetivos del drea por subnivel

* Andadlizar y comprender los conceptos de «tiempo, historia, cultura y trabajo», a fravés del examen de las
diferentes producciones y manifestaciones humanas para establecer las razones profundas de sus afanes,
proyectos y utopias.

Objetivos integradores de subnivel

* QI5.1. Analizar los diversos proyectos politicos, las propuestas de cambio democrdtico en una sociedad inter-
cultural y sus efectos en diferentes dmbitos, a partir del reconocimiento de las caracteristicas del origen, ex-
pansién y desarrollo, asi como las limitaciones de la propia y otras culturas y su interrelacion, y la importancia
de sus aportes tecnoldgicos, econdmicos y cientificos.

* OI5.12. Participar en procesos interdisciplinares de experimentacion y creacién colectiva, responsabilizindo-
se del trabajo compartido, respetando y reconociendo los aportes de los demds durante el proceso y en la
difusién de los resultados obtenidos.

Indicadores para la evaluaciéndel criterio

*  M.5.3.1. Grafica funciones reales y analiza su dominio, recorrido, monotonia, ceros, extremos, paridad; identifi-
ca las funciones afines, potencia, raiz cuadrada, valor absoluto; reconoce si una funcién es inyectiva, sobre-
yectiva o biyectiva; realiza operaciones con funciones aplicando las propiedades de los nimeros reales en
problemas reales e hipotéticos. (1.4.)

* M.Jb5.3.2. Representa graficamente funciones cuadrdticas; halla las infersecciones con los ejes, el dominio,
rango, vértice y monotonia; emplea sistemas de ecuaciones para calcular la interseccién entre una recta y
una pardbola o dos pardbolas; emplea modelos cuadrdticos para resolver problemas, de manera intuitiva
halla un limite y la derivada; optimiza procesos empleando las TIC. (13, 14)

* M.53.3. Reconoce funciones polinomiales de grado n, opera con funciones polinomiales de grado =4y ra-
cionales de grado =3; plantea modelos matemdticos para resolver problemas aplicados a la informdtica;
emplea el feorema de Horner y el feorema del residuo para factorizar polinomios; con la ayuda de las TIC,
escribe las ecuaciones de las asintotas, y discute la validez de sus resultados. (1.3., 1.4.)

* M.Jb5.3.4. Halla grdfica y analiticamente el dominio, recorrido, monotonia, periodicidad, desplazamientos,
mdximos y minimos de funciones trigonométricas para modelar movimientos circulares y comportamientos
de fendmenos aturales, y discute su pertinencia; emplea la tecnologia para corroborar sus resultados. (J.3.,
1.2.)

* M.5.3.5. Obtiene la gréfica de una funcién exponencial a partir de a”x, mediante traslaciones, homotecias
y reflexiones; concibe la funcién logaritmica como inversa de la funcién exponencial; aplica propiedades
de los logaritmos y halla su dominio, recorrido, asintotas, infersecciones con los ejes; las aplica en situaciones
realese hipotéticas, con y sin apoyo de la tecnologia. (1.3.)
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Criterio de evaluacién

* CEMJb5.3. Operay emplea funciones reales, lineales, cuadrdticas, polinomiales, exponenciales, logaritmicas y
frigonométricas para plantear situaciones hipotéticas y cotidianas que puedan resolverse mediante modelos
matemdticos; comenta la validez y limitaciones de los procedimienfos empleados vy verifica sus resulfados
mediante el uso de las TIC.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

e J.3. Procedemos con respeto y responsabilidad con nosotros y con las demds personas, con la natu-
raleza y con el mundo de las ideas. Cumplimos nuestras obligaciones y exigimos la observaciéon de
nuestros derechos.

* 12. Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mundial, reflexio-
namos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para resolver problemas en forma co-
laborativa e interdependiente aprovechando todos los recursos e informacion posibles.

* |.3. Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en ofras, utilizamos varios lenguo-
jes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con responsabilidad nuestros
discursos.

¢ 14. Actuamos de manera organizada, con autonomia e independencia; aplicamos el razonamiento
I6gico, critico y complejo; y practicamos la humildad intelectual en un aprendizaje a lo largo de
la vida.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeno

* Resolver y plantear problemas reales o hipotéticos que pueden ser modelizados con derivadas de :
funciones cuadrdticas identificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas, juz- :
gando la pertinencia y validez de los resulfados obtenidos.. :

: * Interpretar de manera geométrica y fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velocidad
: instantdnea) de funciones polinomiales de grado =4 con apoyo de las TIC. . 1

: ¢ Interpretar de manera fisica la segunda derivada (aceleracion media, aceleracion instanténea) de
Funciones y Limites : una funcién polinomial de grado =4 para analizar la monotonia, determinar los maximos y minimos de :

¢ estas funciones y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora grdfica, software, applets).

£ P P PP 4

¢ Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y denominado- :
res sean polinomios de grado =2 para analizar la monotfonia, determinar los méximos y minimos de estas
funciones y graficarlas con apoyo de | C (calculadora grdfica, software, applets)

* Resolver aplicaciones reales o hipotéticas con ayuda de las derivadas de funciones polinomiales de :
grado =4y de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean polinomios de grado =2
juzgar la validez y pertinencia de los resultados obtenid

¢ Reconocer y graficar funciones exponenciales analizando sus caracteristicas: monotonia, concavi- :
dad y comportamiento al infinito.

* Aplicar las propiedades de los exponentes y los logaritmos para resolver ecuaciones e inecuaciones :
con funciones exponenciales y logaritmicas con ayuda de las TIC.

* Reconocer y resolver aplicaciones, problemas o situaciones reales o hipotéticas que pueden ser mo- :
delizados con funciones exponenciales o logaritmicas identificando las variables significativas presentes
y las relacionesentre ellas y juzgar la validez y pertinencia de los resultados obtenidos.
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[ AMPLIACION DE CONTENIDOS A
gy N

Exhaucién e integracion

Los matemdticos griegos inscribian y circunscribian figuras rectilineas a figuras curvilineas
y multiplicaban el nimero de lados o de caras indefinidamente para aproximar cada vez
mads la figura rectilinea a la curvilinea; y, por tanto, para determinar sus dreas o sus volime-
nes. Sin embargo, hasta Eudoxo de Cnido (aprox. 408-355 a. C.) no sabian cémo cerrar el
razonamiento, puesto que les faltaba el concepto de limite. Eudoxo elabord el siguiente
axioma, la propiedad de la exhaucioén:

Side cualquiermagnitud sustraemos una parte no menor que sumitad, y sidelresto sustrae-
mMosde nuevounacantidadnomenorquesumitad,ysicontinuamosrepitiendoeste proceso

de sustraccion, terminaremos por obtener como resto una magnitud menor que cualquier
magnitud del mismo tipo dada de anfemano.

Este axioma se conoce actualmente como axioma de Arquimedes o axioma de continui-
dad. Su principal innovacion reside en que introduce, sin nombrarlo, el concepto de tan
pequeno como se desee, es decir, lo que equivale a nuestro paso al limite.

Estemétodofue usadosatisfactoriamente parademostrarteoremasde dreasyvolimenes.Con-
cretamente, Arguimedes(287-212a.C.)halléférmulasexactasdelasdreasdelcirculoydealgunas
otrasfigurasespeciales. El dlgebraelemental eratotalmente desconocidaentiempos de Arqui-
medes,loquehaciaimposible extenderelmétodo acualquierclase deregiones, sinposeeruna
manera adecuada de poder expresar los largos cdlculos en forma simplificada.

Con la introduccién muy extendida de los bien elegidos simbolos algebraicos (+, -...), revi-
vié el inferés por el antiguo método de exhauciéon y en el siglo XVI se descubrieron mulfiples
resultadosparcialesque, gradualmente, fransformaronelmétodode exhaucidénenloquehoyse
conoce como cdlculo integral.
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Método de exhaucion para una region semicircular.




Diferenciacién

En el siglo XVII el matemdtico francés Pierre de Fermat (1601-1665) tratdé de determinar los
mdximos y minimos de ciertas funciones. Al observar que en estos puntos la fangente debe
ser horizontal, redujo el problema de localizar los valores extremos al de localizar las tangen-
tes horizontales.

Estolecondujoaunacuestionmdsgeneral:ladeterminaciondeladirecciéondelatangenteenun
punto arbitrario de la curva. Fermat descubrid un método para determinar los extremos de una
funcion. Sise examina con atencidn este método, que consiste en cambiar ligeramente el valor
delavariableparaconsiderarvalorespréximosaunodado,seobservaquesetratadeuncdlculo
diferencial encubierto.

Sin embargo, sdlo era eficaz para algunas clases de funciones.

@ El movimiento de cualquier objeto, incluido un tifén, puede describirse mediante

ecuaciones diferenciales

Prohibida su reproducciéon




1. Calcula los limites siguientes:

. . x+4

) limg (3x - 2) R

b) lim 3;‘—;1 d)lim /xt-2x + 1
x>0 - x=

Xx+2 six<3

2. Sea la funcion f(x) = {XZ 4 six>3

¢Existe el limite en x = 3? En caso afirmativo, calcula el valor del limite.

3. Calcula el valor de a para que Iim3f (X) exista siendo:

6
f(x)= (X
xX*+x+a six<-3

Six>-3

_Recurso para laevaluacion

4. Calcula los valores de ay b para que:

lim (\/ax2+x-\/bx2+3x)=-‘/%:

X => +oo

5. Calcula las asintotas de la siguiente funcion:

x>+ 2x%-5
fe= "1

6. Halla las asintotas de la funcién definida por:

xX*+4x+1
=1

7. Halla las asintotas de la funcidn definida por:

s ekx six<0
3 b)f(x)= .

3 X2+ Kkx six<2 x-2k six>0
f% DEE)= k-x2  six>2

:1_53 Y0 x+1 six<3
S o) f(x)=

- k-x six>3




_________________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________________

8. Calcula el valor de m y n para que las siguientes

funciones sean continuas:

2x-m  six<0
Inx -1 six>1
af(x)={x*-1 si0<x<2 p)f (x) = .
2% +mx+n  six<]

nx-5 Six>2

[x-4| six<?2

1.0t six> 0 estd definida en el infervalo (1, 3) y cumple que f (1) y

9. La funcién f (x) = {

f (3) tfoman valores de distinto signo. Sin embargo, no existe ningdn punto ¢ € (1, 3) que
verifique f (¢) = 0. Todo esto, ¢contradice el teorema de Bolzano?

Justifica tu respuesta.

-
1.0
)
1 O
' 2
1 (O
P>
)
| O
r:
1 (O
=
)
"}
IL
=)
S
O

10.Halla los puntos de discontfinuidad de las siguientes funciones e indica de qué tipo son:

e 1+x
D= oo

COS]—SiX<]—
X

b)f () = {

X-1 six>1

Prohibida su reproducciéon




......................................................... ~ QOLUCIONARIO

1. a)4 b);— )0 d)4

2. Para calcular este Iimite, calculamos los limites laterales cuando X = 3:

lim x+2=5

x=>3

lim x*-4=9-4=5

x = 3"

3. Calculamos los limites laterales:

- 6 6 _.o
m =3

_Recurso para laevaluacion

Im x°+x+a0=9-3+3+a0=6-a

x—=>3"

Igualamos los limites y hallamos a = 8.

4. Calculamos los limites laterales:

Si imponemos que este limite sea - \/3: :

_\/;==_\/§:@\/a=\/2_(:0=2

Por tanto, los pardmetros deben ser a = b = 2 para que se cumpla el enunciado.

5. Asintotas verticales:
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1. Calcula los siguientes limites mediante tablas de valores:

a)lim x-1 b) lim x*-4
X»O- X_.I ><»>27X-'-2
2 Six<1
2. Sea fx)=

X2+3  six>1
Calcula los limites laterales de f en los puntos de albscisa x = 1

y X = 3, mediante tablas de valores:
Respuestas:

1. LIMITES DE FUNCIONES Observando la tabla anterior, afirmamos que

lim f(x)=—4.
x—-2"

(@)
=
(2]
=
O
=
(@)
—
©
o
o
o

1. a) Debemos realizar una tabla de valores de

X f(x)

P =22 or | 4l
X —
=2,01 -4,01
para valores de la variable x cada vez mas proximos 2,001 4,001

a 0 por la derecha y otra para valores proximos a 0

por la izquierda: -2,0001 | —4,0001

—-2,00001 | —4,00001

Observando esta tabla, podemos afirmar que
lim f(x)= —4.

0,1 0,183673
0,01 0,198397 X2

Asi pues, las tablas construidas nos indican que

0,001 0,199 840 lim £ (x) = —4.
x—>-2

0,0001 | 0,199984
0,00001 1 0,199998 2. Si elaboramos las tablas de valores correspondientes:

De la tabla anterior concluimos que lim f(x) =
=09. x—0"

X f(x)

0,9 2

0,99 2
—0,1 0,215 686

0,999 2
—0,01 0,201 597

0,9999 2
—0,001 0,200 160

0,999 99 2

—0,0001 | 0,200016
—0,00001 | 0,200002 Por tanto, lim f(x) = 2.
x—=1"
De esta tabla concluimos que lin&’ f(x)=0,2.
X—>

Por tanto, de la observacion de las dos tablas ante-
riores, parece ser que lin})f (x) =0,2.
X

3,1 12,61
b) Debemos elaborar una tabla de valores de 3,01 12,060 1
9 3,001 12,006 001
f(x) = ); +_24 3,0001 | 12,0006
3,00001 | 12,000 06

para valores de la variable x cada vez mds préximos
a —2 por la derecha y otra para valores préximos a
-2 por la izquierda.

Asi, lim f(x) = 12.
x—3"

— Puesto que lim f(x) =2 # 4 = lim f(x), no exis-
x—1" x—-1"

te lim f (x).
x—1

En cambio, como lim f(x) =12 = lim f(x),
x—3" x—3"

X f(x)
-1,9 -39
-1,99 -3,99
-1,999 -3,999

-1,9999 -3,9999
=1,99999 | -3,99999

existe el limite lingf (x), ysuvalor es 12.
X
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CICLO DEL APRENDIZAJE

* Aplicar el principio de duplicacion
en feoria exponencial, como in-
froduccion al tema de funciones
exponenciales.

* Debdatir en clase el fendbmeno de
duplicacién de bacterias, para po-
ner en contexto las relaciones
ndmericas.

* Andlizar una imagen de dicho
crecimientoexponencial,evidencian-
do las caracteristicas principales de

]

1

1

1

1

1

este fenémeno. :
N e e o= e 1o Comparar las definiciones en caso

1

1

1

1

1

1

1

e Diferenciar los conceptos de
funcion exponencial y logaritmica

de limites a un punto y limites
al infinito.

* Reflexionaracercadelaimportancia
de estos modelos en el crecimiento
poblacionaldelEcuadoryelmundo.

* Encasodelimites, reflexionarel caso
de existencia de asintotas y su inter-
pretacién grafica.

e Atravez de un grdfico de la relo-
cion crecimiento poblacional en

funcién del tiempo
* |dentfificar los elementos para distin-

guir entre funciones continuas y dis-
confinuas.

* Reconocerloselementos (variables)

pectivas ecuaciones.

* Producirprediccionesusandolosmo-
delosmatemdticosestudiados,usan-
doconobaselainformaciéndecen-
sos en nuestro pais.
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 BANCO DE PREGUNTAS
R T

1. ¢Toda relacion es una funciéon?
No necesariamente
2. JUna funcién es una relacion?
Si
3. ¢Cdmo hallo el dominio de una funcién?

Lo hallo despejando "y” , pregunidndome luego para qué valores reales de la variable
“x", la variable “y” toma también valores reales

4. ;Cdémo hallo el rango de una funcién?

Lo hallo despejando “x” ,preguntdndome luego para qué valores reales de la variable
“y”, la variable “x” toma también valores reales.

5. ¢Cdmo hallo la funcidn inversa de una funcién f(x)?

La hallo demostrando primero que es una funcion inyectiva, luego intercambio “y” por
“x”. finalmente despejo la nueva “y” llamdndola f a la -1 de (x).

6. {Como demuestro que una funcion es inyectiva?

Lo demuestro asumiendo que la funcién tiene dos paresordenados con segundas com-
ponentes iguales (o cual contradice la inyectividad), luego si algebraicamente verifico
que las primeras componentes son iguales, concluyo que en realidad es el mismo par
ordenado; por tanto es funcién inyectiva. Otra manera de demostrar que es inyectiva
implica primero graficar la funcién y si al trazar una recta paralela al eje x, esta corta en
solo un punto a la grafica ; concluyo que si es funcidn inyectiva.

7. ¢Como hallo la ecuacion de la asintota vertical de una funcién racional?

La hallo verificando primero que la funcion esté escrita como f(x) = p(x)/ a(x) ,luego igua-
lo a cero el denominador de la funcidn racional para despejar “ x “.

8. ¢Cdmo hallo la ecuacion de la asintota horizontal de una funcién racional?
La hallo verificando primero que la funcion esté escrita como

f(y) = p(y)/ a(y) ,luego igualo a cero el denominador de la funcidon racional paradespejar

y“
9. (Como hallo la regla de composicién, entre la funcidon “f“ y la funcion “g” ?

Depende :
. si me piden( f ° @), su regla es f(g(x))
. si me piden (g ° f ), su regla es g(f(x))
10. ¢ Cémo hallo el dominio de la composicidn entre la funcidn “ f “ y la funcién “ g “?

Depende : si me piden:dom (f° g)(x)={x r/x domg g(x) domf}

C
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pero sime pidendom (g ° ) (X)={x r/x domf f(xX) domg}

hay que tener presente que el simbolo significa interseccion.




 RECURSOS PROPIOSDELAREA
R
Los enlaces a internet como recurso diddctico

El uso de las tecnologias de la informacién y la comunicacién (TIC) han cambiado la forma

comoserelacionanlaspersonas.Elhechoeducativo,comorelaciondeensenanza-aprendizaje,no
escapa a esta realidad.

Sibienelacceso ainternet enlasinstituciones educativas no es universal, almenos los estudian-
tesinteractdan constantemente con ordenadores (portdtilesy de escritorio) y dispositivos mo-
viles (teléfonos inteligentes y tablets) conectados a la red de redes.

Esto supone para el profesor o profesora, en especial para el drea de Matemdtica, la ventaja
de utilizar internet como recurso diddctico por dos razones:
* Permite accederamuchainformaciénactualizadayclasificada, delamdsvariadatemdtica,

sincontarcon soportes fisicos como las bibliotecas. Estainformaciéon permite, tanto al profesor o
profesora como al estudiante, ampliar los contenidos abordados en las clases.

* Permite crear soportes virtuales (documentos, videos, audios, esquemas, lineas del tiempo,
etc.) para presentar a los estudiantes la informacién recogida y clasificada.
El uso de enlaces

A la hora de utilizar infernet como fuente de ampliacién de contenidos, el profesor o profeso-
ra debe presentar la actividad de la forma mds clara y resumida. Por ejemplo, en el libro
del estudiante de este grado, se presentan unos recuadros senalados como “TIC”, en los
que se sugiere seguir enlaces para ampliar la informacién del apartado al que se refie-
ren. Este fipo de recursos son de gran utilidad fambién a la hora de asignar actividades
para el hogar y/o evaluaciones.

Para usar los enlaces a infernet de esta forma, se recomienda al profesor o profesora:

1. Hacer busquedas de sitios web de acuerdo al tema que se quiere ampliar.

2. Verificarlaidoneidad pedagdgicay el rigor cientifico del contenido de los sitios encontrados.
3. Usar un acortador de URL (acortador de enlaces) para proporcionar a los estudiantes
enlaces cortos que puedan copiar en su cuaderno sin inconveniente,

4. Sugerir el seguimiento de los enlaces junto a actividades que le permitan aprehender

mejor la informacién.
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Orientacion diddctica

* Para anticipar posibles dificultades en los contenidos de Ia unidad, el profesor o
profesora puede utilizar las siguientes propuestas: repasar 1os conceptos y las vy
propiedades de la potenciacién y radicacion.

Se recomienda que el profesor o profesora resuelva varios ejemplos en la pizarra y
solucione todas las dudas de los estudiantes.

Es importante repasar los conceptos de proporcionalidad directa e inversa, asi como
también operaciones con polinomios y los casos principales de factoreo.

Propuestas:

Ol

ife

e Dedicar el tiempo suficiente a explicar adecuadamente el concepto de funcién,
dominios y recorridos de funciones bdsicas.

duc

* Preguntar a menudo a los estudiantes si tienen dudas en el momento de explicar
las diferentes variaciones en los graficos de las funciones presentadas. Es conve-
niente tabular algunos valores, para adquirir las destrezas deseadas.

Prohibida su repro
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h Orientacién diddctica

Es importante que el docente
en este punto grafique con-
juntamente la funcién expo-
necial y logaritmica, cuando
a > 1; con este grdfico se po-
drd evidenciar la relaciéon in-
versa que hay entre estas dos
funciones.
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. Solucionario
5

Q) x=5
b) x=2

d) x=2
Q) 7°=2
x=0,356
Desarrollo del ejercicio Q)

2%5=1024

3x
2 =1024

*=(1024)(32)
23X =210 . 25
23X =215
=3x=15

x=5
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F Orientacién diddctica

* Para este tipo de ecuaciones
logaritmicas, los estudiantes
deben tener a mano las pro-
piedades de funciones ex-
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. Solucionario
1

a)x=1

b)x,=4. x,=-4
c)x=1

d)x=24

e)x,=2; x,=-1
h) h = 8192

T e D g B g = g @
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. Solucionario
1.

Q) -2,

b) -1

c)-2

d) No existe
e)0

f)0

D2

h) 2

i) -1
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' Orientacién diddctica

* Selerecomienda la docente
consultar, acerca de cuan-
do una funcién discontinua
es evitable o no evitable, ya
que estos conseptos les se-
réan de utilidad a los alumnos
€n Cursos superiores.

. Solucionario
15.

a) No es continua,
b) Es continua,
¢) No confinua en -1,

continuaen 3
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Solucionario
7. -

8.

9. 0=8;7

10. a=-30

11. m = 4; el valor del limite es 6.

12. =12, b=-3

18. a=3/2; b=-3/2

4. m=1;, n=12

15.

16.

17.

18. 3

19.

20. )M =(1;11) Y m=(1, 3);
ADM=0,4)ym=(3,-12)
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Orientacidon didactica

° Las tablas adjuntas 23, 24 vy
25, serdn de gran utilidad, en
la operatividad de los ejerci-
cios, es recomendable que el
estudiante las tenga siempre
a mano al realizar los ejerci-
cios, tfanto en clase como en
deberes.

- Solucionario

21.a) k=11,27 b) cada unidad
cuesta 7,55 euros.

22. Continua en (-0, 0), y en (0, o)
Discontinua en el punto 0

23. Discontinua en x=-1,
continuaenx=3
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ﬂ Para finalizar
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F Orientacién diddctica

* En el ejercicio 6 es recomen-
dable hallar los puntos del do-
minio de la funcién, teniendo
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tota horizontal: x=0

s oy i b e 5.
a)-7
0) -6

c) No existe el limite, ya que los li-
mites laterales no son iguales.

d)5
7.
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

Una de las funciones mds usadas en casi todas
las ciencias es la funcidn de distribucién
Gaussiana como por ejemplo:

Pruebas de normalidad

Como ya sabemos, para ajustar una tabla de fre-
cuencias de tamafio n a la distribucién normal,
comparamos las frecuencias relativas de la tabla
con las correspondientes probabilidades obteni-
das con una distribucion normal con la misma
media y la misma desviacion tipica. De esta com-
paracion podemos deducir, grosso modo, si los
resultados obtenidos se parecen o no.

Si deseamos realizar la comparacién con mayor
precision, podemos acudir a una prueba de nor-
malidad, como por ejemplo la de Kolmogorov-
Smirnov. Esta prueba consiste en:

— Calcular las frecuencias relativas acumuladas
de la tabla.

— Hallar los valores que da la distribuciéon nor-
mal.

— Obtener las diferencias en valor absoluto entre
ambos resultados y tomar la mayor de ellas,
@i

. 136
Entonces, si d,, < T podremos asegurar, con
m

un riesgo del 5%, que el ajuste es bueno y que,
por lo tanto, la poblacién se comporta segin una
distribucién normal.




Orientacién diddctica

Ofro tdpico para usar como

El

sentido critico es el siguiente:

Las paradojas de Zendn son
una serie de paradojas o
aporias ideadas por Zendn
de Elea. Dedicado princi-
palmente al problema del
continuo y a las relacio-
nes entre espacio, tiempo
y movimiento

grupo mds difundido se
conoce como  «paradojas
del movimiento», qQue se
dedica al problema de la
imposibilidad del mismo vy
estd infegrado por varias pa-
radojas, entre ellas estd la de
Aquiles y la tortuga

La paradoja de Aquiles y

la tortuga

Aquiles, llamado "el de los pies

ligeros"y el mds hdbil guerrero
de los agueos, quien matd a
Héctor, decide saliracompetir
en una carrera contra una
fortuga. Ya que corre mucho
mds rdpido que ella, y seguro
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de sus posibilidades, le da una gran ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles recorre en poco
tiempo la distancia que los separaba inicialmente, pero al llegar alli descubre que la fortuga
ya no estd, sino que ha avanzado, mds lentamente, un pequeno trecho. Sin desanimarse,
sigue corriendo, pero al llegar de nuevo donde estaba la tortuga, ésta ha avanzado un poco
mds. De este modo, Aquiles no ganard la carrera, ya que la tortuga estard siempre por delante

deél.

Aunqgue parezca légico, es una paradoja porque la situacion planteada contradice cualquier

experiencia cotidiana: fodo el mundo sabe que un corredor veloz alcanzard a uno lento

aunque le dé ventaja.

En este tema podrds aplicar la teoria de los limites para poner a prueba las destrezas adquiridas.

Mas informacién en: hitps://goo.gl/wj9QDN
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Niveles y subniveles educativos

Bachillerato general unificado

*  Proponer soluciones creativas a situaciones concretas de la realidad nacional y mundial mediante la aplicacién de las
operaciones bdsicas de los diferentes conjuntos numéricos, el uso de modelos funcionales, algoritmos apropiados, estrate-
gias y métodos formales y no formales de razonamiento matemdtico que lleven a juzgar con responsabilidad la validez de
procedimientos y los resulfados en un contexfo.

Desarrollar estrategias individuales y grupales que permitan un cdlculo mental, escrito, exacto o estimado y la capacidad de
inferpretacion y solucién de situaciones problémicas del medio.

Objetivos integradores de subnivel

* 0l5.2. Aplicar conocimientos de diferentes disciplinas para la ftoma de decisiones asertivas y socialmente responsables, a
partir de un proceso de andlisis que justifique la validez de sus hallazgos, poniendo especial cuidado en el uso técnico y
ético de diversas fuentes y demostrando honestidad académica.

« Ol5.11. Reflexionar y tomar decisiones respecto a una sexualidad responsable y a su participacion sistemdtica en prdcticas
corporales y estéticas, considerando su repercusion en una vida saludable y la influencia de las modas en la construcciéon
de los hdbitos y de las etiquetas sociales en la concepcién de la imagen corporal.

Criterio de evaluacién

*  CEM.S5A5. Aplica el digebra de limites como base para el cdlculo diferencial e integral, interpreta las derivadas de forma
geométricay fisica, y resuelve ejercicios de dreas y problemas de optimizacion.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

¢ 12.Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mundial, reflexionamos y aplicamos nues-
fros conocimientos interdisciplinarios para resolver problemas en forma colaborativa e interdependiente aprovechando
todos los recursos e informacién posibles.
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Objetivos del drea por subnivel

*  O.M.5.2. Producir, comunicar y generalizar informacién, de manera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o tecnoldgica,
mediante la aplicacién de conocimientos matemdticos y el manejo organizado, responsable y honesto de las fuentes
de dafos, para asi comprender otras disciplinas, enfender las necesidades y potencialidades de nuestro pais, y tomar
decisiones con responsabilidad social.

Indicadores para la evaluacion del criterio

* LM5.5.1. Emplea el concepto de limites en sucesiones convergentes y sucesiones reales; opera con funciones escalona-
das; halla de manera intuitiva derivadas de funciones polinomiales; diferencia funciones mediante las respectivas reglas
para resolver problemas de optimizacion; concibe la integracién como proceso inverso, y realiza conexiones geométricas
y fisicas. (1.2.)

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeio

Conocer y aplicar el dlgebra de limites de sucesiones convergen-
tes en la resolucién de aplicaciones o problemas con sucesiones
reales en matemdtica financiera (interés compuesto) e interpretar
y juzgar la validez de las soluciones obtenidas.

: Reconocer y graficar las funciones escalonadas para calcular el
drea encerrada entre la curva y el eje X.

: Realizar las operaciones de suma y multiplicaciéon de funciones
escalonadas y de multiplicacién de ndmeros reales por funciones
escalonadas aplicando las propiedades de los ndmeros reales.

: Calcular la integral definida de una funcién escalonada, identifi-
car sus propiedades cuando los limites de integracién son iguales
y cuando se intercambian los limites de integracién.

i Aplicar la inferpretacion geométrica de la integral de una funcién

escalonada no negativa como la superficie limitada por la curva
DERIVADAS E y el eje x.

|NTEGRALES ...................................................................................................................
: Calcular la integral definida de una funcién polinomial de grado

i =4 aproximando el cdlculo como una sucesién de funciones es-
calonadas.

: Aplicar el segundo teorema del cdiculo diferencial e integral para el
cdlculo de la infegral definida de una funcién polinomial de grado
=4 (primifiva).

i Resolvery plantear aplicaciones geométricas (cdlculo de dreas) y
fisicas (velocidad media, espacio recorrido) de la integral definida
e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas.

; Determinar las causas de la crisis de la comunidad matriarcal y la
irrupcién del dominio patriarcal en el desarrollo de la humanidad
(machismo). (Pag. 66-68)
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---------------------- AMPLIACION DE CONTENIDOS

T

Nota historica

La célebre regla de LHépital, lamada asi en honor del marqués Guillaume Francois Antoine
de LHo6pital (1661-1704), muy posiblemente fue descubierta por el que durante un tiempo fuera
su maestro, el matemdtico suizo Jean Bernoulli (1667-1748), y a quien el marqués comprd los
derechos de autor sobre todos los descubrimientos que hiciera en matemdticas.

Por este motivo, en ocasiones, esta regla se suele citar como regla de Bernoulli-L'Hopital.

Regla de LU'Hopital
La regla de L'Hbpital permite resolver mediante derivadas diferentes tipos de indeterminacio-
nes que se presentan en el cdlculo de limites.

Sean fy g dos funciones derivables en un enforno del punto atales que lim = 0y lim g(x)
Entonces: x=>a x=>a

si existe lim ) , existird también lim ﬂx)) y ademads:
X

X—>a g '(X) x—=>a

Este resultado es conocido como regla de L'Hopital.
Demostracion

Sin recurrir a las herramientas matemdticas que nos darian una demostracion
rigurosa, podemos comprobar este resulfado de forma aproximada.

Al ser f y g dos funciones derivables en un entorno de q, significa que serdn
contfinuas en este entorno. Supongamos que f (a) = g (a) = 0 entonces para

X # a tenemos;




Sitomamos el limite cuando , obtenemos:

M) e
X—-a

Elsegundomiembrodelaexpresidoncoincide conelcocientedelasderivadasdefygenelpunto

a, es decir:
f(x -f(a)

e g
|

" el)-f) e(3
X—-a

Luego, en un enforno del punto a si existe  lim fx) entonces

r=a g(X)

x—=>a g (X) Xx—>a g’(x)
Ejemplo:

Calcula = |

Al calcular este limite obtenemos la indeterminacion 8—
Como ambas funciones son derivables en un entorno x = 0, aplicamos |la

regla de L'Hopital:
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Recurso para la evaluacion

1. Calcula la pendiente de la recta secante a la gréfica de la funciéon f (x) =x 2+ 4x + 4 en
los puntos de abscisax, =0y x, = 1.

2. Halla el valor de a sabiendo que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcion f(x)=x?2-ax+2enx=1vale 2.

3. Considera la funcién

X2 +2x six<l1
fx) =
x+1 six>1

Estudia la continuidad y la derivabilidad.

4, Utiliza las reglas de derivacion para derivar las siguientes funciones:
a)f(x) =x*-2x*-6x+3

X+ 3

D=

c) f(x) =In (x*-4x)

d) f (x) = cos? (sen x?)

5. Deriva las siguientes funciones implicitas:
Axt+y*=4

b)x*-4y*-6x+2y-4=0

C) x* + 4xy - y* =0
5. Deriva las siguientes funciones implicitas:

f(x)= (x-1)’

* Determina la expresion analitica de la funcidn

X3

-1 g(x)=

-1 h(x)=

derivada de cada una de ellas.




_________________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________________

x*+1
x+1

6. Considera la funcién definida por  f(x) =

a) Calcula la pendiente de la recta tangente a su grdfica por el punto de abscisa x = 0.

b) Halla, si hay, otros puntos en los cuales la pendiente de la tangente sea igual a la que
se ha obtenido.

7. ¢Para qué valor de x, la recta tangente a la curva
y=In(x2+ 1) es paralela alarectay = x?

« Escribe la ecuacion de esta fangente.

8. Utiliza la integracion por partes para calcular las primitivas de las siguientes funciones:

=
O
r QO
r @
D =2
1 (O
P>
D)
: O
e
1 (O
=
)
N
Ih
=)
NS
O

a) f (x) = 3xe*
b)f(x)=(x+1)cosx

c)f(x)=x?Inx

9. Halla la primitiva de la funcién  f(x) =2xVx*+ 1 que se anulaenx =0.

10. Halla el area del recinto delimitado por las siguientes curvas:

Prohibida su reproducciéon
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Recurso para la evaluacion

SOLUCIONARIO

g W

f(1)-£(0) _ 9-4
1, TVM[0,1]=()1_0()= Ao

La pendiente de la recta secante es 5.

2. Calculamos la derivada: f' (x) =2x - a

Calculamos f' (1) =2 - a, y sabemos que f' (1) = 2. Igualamos y obtenemos que a = 0.

3. Los limites laterales coinciden con el valor de la funcién en x = 1, luego es continua en x = 1.
Las derivadas laterales no coinciden, por tanto la funcién no es derivable en x = 1

a) f (x)=3x2—4x—6

o) ¢ (x _ -3x*-12%° -I2-21
XZ(X3—7)

4. @ _x g o)  a=0

5. La funcién f(x) = x3 - 1 se puede expresar:
-(x3-1) six<1
fo-| @D
x3-1 six>1
6. Las solucionesson x=-2 y x=0

7. La ecuaciéon de larectatangente esy =x - 1 +In(2).

8. a) 3e*(x-1)+C b) (x+1)senx+cosx+C

9. La primitiva que buscamos es:
f(x)= l,/x2+1 .2
3 3

10.
1 27 30 5

A=A A= — = = ==2
S St T T

-4y - 3x* _ 0
2(2x-y)
c) 1 1
E'E .4
3 In X 3
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Tabule varios puntos del dominio con el estudiante, haciendo un esquema vy luego
compruebe la respuesta usando el programa DESMOS como TIC.

1. Represente graficamente la siguiente funcion:

o 7
Te}
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La resolucién de problemas permite poner en
practica los conocimientos adquiridos en la ma-
teria de Matematicas. Pero también es un fin en
si misma, al permitir afrontar y resolver multiples
situaciones tanto de otras materias (Fisica, Eco-
nomia...) como de la realidad cotidiana.

Cada problema puede considerarse un reto y un
medio eficaz para aprender a pensar. Las perso-
nas, dentro y fuera del ambito escolar, utilizamos
diversos procedimientos para resolver los proble-
mas. Existe, sin embargo, un método general de
resolucion de problemas que puede servirte de
pauta para resolver otros muchos. Sus fases son:

— Comprension del enunciado: nos aproxima-
mos al problema, identificamos todos sus tér-
minos, organizamos los datos que aparecen
y dibujamos los que son susceptibles de re-
presentacion.

— Planificacion de la resolucion: elaboramos
conjeturas y seleccionamos la estrategia de
resolucién, asi como las técnicas matemati-
cas que vamos a utilizar.

— Ejecucion del plan de resolucion: realizamos
lo preparado en la fase anterior.

RESOLUCION GRAFICA

Muchas veces, la construccién de un grafico que re-
fleje las condiciones y los datos del enunciado con-
duce directamente a la solucion del problema.

ENSAYO-ERROR

Esta estrategia consiste en experimentar con posi-
bles soluciones hasta dar con la correcta. Para ello
seguimos estos pasos:

— Escogemos una posible solucion.

— Probamos si esta solucion satisface las condicio-
nes del problema.

— Modificamos la solucién escogida en funcion del
resultado obtenido y repetimos el proceso hasta
obtener la solucién correcta.

AMPLIACION DE CONTENIDOS

.

— Revision del resultado y del proceso seguido:
interpretamos las posibles soluciones, con-
textualizamos los resultados, reflexionamos
sobre el proceso, revisamos y/o modificamos
el plan si es necesario, y estudiamos otras
posibles soluciones y planes alternativos.

Ademas de la pauta general, ten en cuenta los
siguientes consejos que te ayudaran a compren-
der el enunciado:

e | éelo con atencion para evitar saltarte informa-
cion y observar posibles ambigiedades.

e Repasa los conceptos matematicos que inter-
vienen en el enunciado.

e Apunta los datos de que dispones. Puede ser
util disponerlos en forma de tabla o elaborar un
dibujo y anotarlos en él.

e Analiza si existe informacion superflua. En ca-
so afirmativo, eliminala.

A continuacién te presentamos algunas de las
estrategias de resolucion de problemas  mas
comunes. En las paginas 344 a 348 de tu libro
de 1.° de Bachillerato tienes un ejemplo resuelto
de cada una de ellas.

RAZONAMIENTO INVERSO

Esta estrategia se aplica en la resolucion de proble-
mas en los que conocemos el resultado final y que-
remos determinar un valor inicial o una serie de
operaciones que nos conduzcan hasta él.

El método consiste en tomar el resultado como pun-
to de partida e ir retrocediendo hasta llegar a la si-
tuacion inicial.

ORGANIZACION DE LA INFORMACION

En muchos problemas, la confeccién de un esque-
ma o tabla sobre los que disponer las condiciones y
los datos del enunciado puede abrirte el camino
para abordar su resolucion.



DESCOMPOSICION DEL PROBLEMA

En ocasiones, es dificil ver la relacién existente en-
tre los datos y las incognitas del problema. En estos
casos, una de las estrategias que ofrece mas posi-
bilidades de éxito es la descomposicién del proble-
ma en problemas mas sencillos. Para aplicarla, de-
bes seguir estos pasos:

— Descomponer el problema inicial en subproble-
mas, sin perder de vista las relaciones existentes
entre ellos.

— Resolver cada uno de los subproblemas.

— Resolver el problema inicial.

A veces, la solucién del problema global coincidira

con la del dltimo subproblema. Otras veces, sera

necesario combinar los resultados de los diferentes
subproblemas para hallarla.

BUSQUEDA DE UN PROBLEMA
SIMILAR RESUELTO

Esta estrategia consiste en la busqueda de seme-
janzas entre el problema que se pretende resolver,
0 una parte de él, y otro resuelto con anterioridad.

Légicamente, cuantos mas problemas hayas re-
suelto anteriormente, méas Util te sera esta estrate-
gia, puesto que aumenta la probabilidad de encon-
trar un problema similar.

SIMPLIFICACION Y BUSQUEDA
DE REGULARIDADES

En ocasiones, la simplificacion de los datos o de las
condiciones del problema proporciona un nuevo
punto de vista para su resolucion. Muchas veces, ese
nuevo punto de vista surge de la existencia de regu-
laridades que permanecian ocultas antes de proce-
der a la simplificacion.

MODIFICACION DEL ENUNCIADO

A veces puede modificarse el enunciado de un pro-
blema de manera que obtengamos otro equivalente
cuya resolucion resulte mas facil.

PARTICULARIZACION DEL PROBLEMA

En casos complejos puede resultar de gran utilidad
resolver primero el problema para situaciones parti-
culares mas sencillas.

EXPERIMENTACION
CON LA POSIBLE SOLUCION

Este método, muy util en geometria, consiste en su-
poner una posible solucion del problema que se nos
plantea y verificar que ésta satisface las condicio-
nes del enunciado.

Si es asi, ya hemos resuelto el problema. Si no es
asi, es posible que hayamos encontrado una pista
que nos conduzca a la solucion correcta.

BUSQUEDA DE UN CONTRAEJEMPLO

Esta estrategia se utiliza para demostrar la falsedad
de un enunciado matematico. Puesto que un enun-
ciado expresado de manera general ha de cumplir-
se siempre, si en un caso particular (contraejemplo)
no se cumple, el enunciado ya no es valido.

REDUCCION AL ABSURDO

Esta estrategia se utiliza para demostrar afirmacio-
nes. Consiste en suponer la falsedad de lo que se
quiere demostrar y llegar asi a una contradiccion.

La resolucion de cualquier problema conlleva un proceso de razonamiento mas o menos consciente. Ademas, para
comprender y utilizar los desarrollos tedricos, participar en su construccion, obtener conclusiones, justificarlas vy, si
es preciso, demostrarlas, se utiliza el razonamiento légico. Este tipo de razonamiento, dentro del cual se englo-
ban algunas de las estrategias vistas, forma parte de la /dgica y facilita, ademas, las deducciones y el descubrimien-
to de falacias.
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AMPLIACION DE CONTENIDOS
Ep—  TEE

Resumenes que te serdn de utilidad

Derivadas

La derivada, f “(a), de la funcién f en x = a es el limite, si existe:
sy g f(@+h)—f(a)
GRS

Ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en (a, f(a)):
y -f(a) =f'(a) (x -a)

Funcion derivada y operaciones

o (f+g) =+’ o k) =k-F
fY f.g-fg

“«(-gy=fg+fg (—) -
g g’

e (gof) =g’'(f)-f' (regla de la cadena)

Regla de L'Hbpital
Sean fy g dos funciones con limf(x)=0y limg(x)=0
X—a X—a

si 3lim 69 Flim 1) y ademas: |im m= lim e

x-a g'(x) "~ x=a g(x) x—a g(x) x-a g'(X)

Esta regla también se aplica a indeterminaciones del tipo =

Integracion

e Una funcién F es una primitiva de f & F* =f.

e Si F es una primitiva de f, también son primitivas de f todas
las funciones de la forma F + C, V C € R.

Si F es una primitiva de f, todas las primitivas de f son de la
formaF+C,V C e R.
Propiedades
[k 00 dx =k [f00 dx: |00 + gx)) dx = | f(x) dx +] gx) dx
Métodos basicos de integracion

Integracion por descomposicion: se aplican las propiedades de
la integracion.

Integracion por cambio de variable: se identifica una parte del
integrando con una nueva variable para obtener una integral
mas sencilla.

Integracion por partes: J udv=uv-— J v du
Integracion de funciones racionales: se descompone el inte-
grando en sumas de fracciones simples, que se integran.
Integral definida:
b

Integral definida de f entre a'y b: Ja f(x) dx

b
Sif(x)20V xelab]y J'a f(x)dx=A, A es el area del recinto
limitado por la gréfica de f, el eje OX, y las rectas x=ay x = b.

Regla de Barrow

_[: f(x) dx = [G(x)]gl = G(b)— G(a), donde G es cualquier
primitiva de f.



FIJATE

Todo razonamiento o inferencia
consta de:

— Premisas: conjunto de enun-
ciados que expresan los datos
de partida.

— Conclusién: enunciado final
que expresa la nueva informa-
cion obtenida a partir de las
premisas.

Induccion completa

Si deseamos demostrar que la
suma de los n primeros numeros
naturales es:

n+1
2

utilizaremos un método de razona-
miento inductivo, el principio de in-
duccion completa, enunciado por
el matematico italiano G. Peano en
1900. EI mencionado principio dice:

1+2+3..+nh=n-

«Para toda propiedad P(n) de los
numeros naturales que dependa de
ny que verifique los requisitos si-
guientes:

e P(n) se cumple para n=1, es de-
cir, se cumple P(1).

e Si suponemos que se cumple
P(n — 1), se cumple P(n).

podemos asegurar que P(n) se
cumple para todos los nimeros na-
turales.»

Asi, la igualdad se cumple para n=1:

P@=1-

141,
2

Y si suponemos que se cumple
P(n - 1), veamos qué sucede para
P(n). Tendremos:

1+..+n-1+n=Pn-1)+n =
:(n—l)-n+n:n-(n+1)
2 2

Asi pues, podemos garantizar que
la expresion es correcta.

Si bien es cierto que para solucionar los problemas matematicos he-
mos de razonar, ¢ es tan importante el razonamiento en las matemati-
cas en general? Para responder a esta cuestion podemos partir de la
definicién de matematica que hallamos en el diccionario:

La matematica es la parte de la ciencia que, a partir de deter-
minadas nociones basicas, desarrolla sus teorias sin mas apo-
yo que el razonamiento I6gico.

Asi pues, el razonamiento es basico en la matematica. La disciplina
que estudia su validez en general recibe el nombre de I6gica. Para
empezar el analisis de los razonamientos hemos de diferenciar los dos
tipos que existen: deductivos e inductivos.

— La deduccién consiste en pasar de premisas generales a una con-
clusibn menos general. Cuando este tipo de inferencia es
correcta, la conclusién se sigue necesariamente de las premisas:
es imposible que siendo éstas verdaderas, la conclusion sea falsa.

Observa, por ejemplo, el siguiente razonamiento deductivo:

Todos los numeros naturales son enteros. El 2,5 no es un nimero
entero. Por tanto, el 2,5 no es un numero natural.

— La induccién consiste en llegar a una conclusién general a partir
de informaciones menos generales que vienen dadas en las premi-
sas.

Excepto en el caso de la induccion completa descrito en el margen,
s6lo puede hablarse de cierta probabilidad, pues, aunque las pre-
misas sean verdaderas, esto no asegura que la conclusion también
lo sea.

Por ejemplo, si tenemos las siguientes premisas:

e El nmero 121 es divisible entre 11.
e El nmero 363 es divisible entre 11.
e El nmero 1331 es divisible entre 11.

Podemos llegar a la conclusiéon de que:
Los nimeros capictas son divisibles entre 11.

Sin embargo, hemos de estar dispuestos a revisar la veracidad de
esta conclusion.

Las premisas y la conclusién son enunciados que afirman algo o lo nie-
gan y por tanto pueden ser verdaderas o falsas. En cambio, los razo-
namientos no pueden ser verdaderos ni falsos, pues no afirman ni nie-
gan nada. Asi, no hablaremos de razonamientos verdaderos, sino de
razonamientos correctos o validos.

La parte de la légica que se ocupa Unicamente de la validez de los ra-
zonamientos sin tener en cuenta el contenido de los enunciados es la
I6gica formal. Dentro de ésta, la I6gica proposicional o de enunciados
toma los enunciados en bloque, sin analizarlos.
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CICLO DEL APRENDIZAJE

~---e1 o Aplicar el principio de incrementos,
como infroduccién al tema de deri-

vada de una funcion.

I

1

1

1

1

1

1

1 N 2

. * Debdtir en clase los fendbmenos de
. velocidad y aceleracion, estudia-
! dos en fisica, para poner en con-
: texto el tema de derivadas de una
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

]

* Diferenciar los conceptos entre
incrementos grandes e infinitecima-
les en una funcién, por medio del
concepto de limite de una funcién.

funcion.

Analizar una imagen de la nocién
geométrica de secante y tangen-
fe a una curva, evidenciando las
caracteristicas principales de estos
conceptos.

e Comparar las relaciones entre de-
rivada de una funcién y la integral
indefinida.

]

e Reflexionar acerca de la importan-
1 cia de estos modelos matemdticos
1 . . ’ .

I en ciencias como fisica, quimica,
. economiq, etc.
1

1

1

1

1

1

|

e Afravez de un grdfico evidenciar
con un ejemplos la utilidad de los
temas tratados en esta unidad, en
problemas fisicos, quimicos, etc.

» |dentificar los métodos bdsicos de
derivacién e infegracién de funcio-
nes elementales.

Reconocer los elementos (vario-
bles) involucradas en los grafico y
SuUs respectivas ecuaciones.

* Producir predicciones usando los
modelos matemdadticos estudiados.
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 BANCO DE PREGUNTAS |

e o B

1. ¢Cudlesladerivadadelafunciénseno?
Es la funcidén coseno.

2. (Qué son las derivadas de orden
superior?

Son las derivadas de otras funciones que
ya han sido derivadas.

¢Coémo sabemos si en cierto intervalo de
una funcién existen mdaximos o minimos?

Cuando en los puntos criticos analizados,
la derivada es cero.

4. ¢Cudndo en un cierto intervalo la fun-
cién es convexa?

Cuando su segunda derivada en un pun-
to perteneciente a dicho intervalo es ma-
yor que cero.

5. ¢Qué es un punto de inflexidn para
una funcién, en un cierto intervalo?

Es el punto perteneciente al dominio de
una funcién, en ese intervalo, en dénde
existe un cambio de convadidad.

6. Escriba una aplicacion geométrica
de la infegral definida

Hallar el drea bajo la curva de una fun-
cion, en un cierto intervalo..

10.

¢Con qué otro nombre se le conoce al
Teorema Fundamental del Cdlculo?

Se le conoce también con el nombre de
Regla de Barrow.

{COmMo se puede comprobar que una in-
tegral indefinida estd bien calculada?

Se deriva la funcién resultante y vemos si
coincide con el término del inftegrando.

9. ¢Cudles son los métodos bdsicos para
la integracion indefinida?

Integracién por descomposicion
Integracién por cambio de variable
Integracién por partes

10. Escriba tres aplicaciones del Cdlculo
Integral en Fisica

Variacién del espacio recorrido
Variacién de la velocidad

Trabajo realizado por una fuerza
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© RECURSOS PROPIOS DEL AREA 1
EE T

Un recurso moderno para graficar, es el uso de algunas pdginas en internet como DESMOS,
esta TIC es de uso intuitivo y no requiere de cddigos de programacion. Con esta herramienta
informdtica podrds comparar las caracteristicas de varias funciones en un solo grafico, asi
como obtener directamente las derivadas de funciones elementales.

Nos apoyamos también en tablas de derivadas e infegrales inmediatas, ya demostradas,
para facilitar al estudiante en adquirir las destrezas necesarias para complementar sus estu-
dios en el campo del cdlculo diferencial e integral.

Exponemos varios enlaces web en el apartado TICS, para que el docente pueda visualizar
de manera interactiva los diferentes procedimientos en los temas presentados. Como por
ejemplo:

Podemos usar el programa geogebra, cuyo enlace se encuentra descrito en la pdgina 50
del libro del estudiante, alli puedes encontrar una plataforma interactiva que le serd de
mucha utilidad al desarrollo de los temas tratados y exponerlos en el aula de una manera
diferente, con el uso de un proyector y una Laptop.

El docente puede apoyarse en videos explicativos, sobre las aplicaciones en el campo de
la Fisica, la quimica, la economia y la Biologia.
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Es recomendado ampliamente, en este nivel el uso de calculadoras cientificas




~ Orientacién diddactica

* Para anticipar posibles dificultades en los contenidos de |la uni-
dad, el profesor o profesora puede utilizar las siguientes propues-
tas: repasar los conceptos y las y propiedades de la teoria de
limites de funciones.

Serecomiendaqueelprofesoroprofesoraresuelvavariosejemplosenla
pizarra y solucione todas las dudas de los estudiantes.

Esimportante repasarlos conceptos geométricos de rectas secantesy
tangentes, asicomotambiénlasfuncionestrigonométricasbdsicas,
en especial la funcién tangente.

Propuestas:

¢ Dedicareltiemposuficienteaexplicaradecuadamenteelconcepto
de derivada como incrementos infinitesimales.

Preguntar a menudo a los estudiantes si tienen dudas en el momento
deexplicarlasdiferentes variacionesenlos graficosdelasfunciones
presentadas.Esconvenientetabularalgunosvalores, paraadquirirlas
destrezas deseadas
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Orientacién diddctica

*  Antes de presentar este tema
el profesor debe repasar los
conceptos de la funcién fri-
gonométrica tangente, asi
los estudiantes comprende-
r&n mejor el cociente de los
limites planteados.

. Solucionario
1.

a)8
b)-2

UNIDAD 2

|. BERIVADA BE UMA FUNCKIN EN UN PUNTD
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2. FUNCION BERIVADA Y OPERACIONES
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a) f(x) = eX—cos x b) f(x)=3cos x+ eX

Soluciones:

2. a) [f(x)dx =[(e* - cosx)dx =
=jexdx—‘[cosxdx=eX+C1—(Senx+C2)=

=e¥-senx+C

b) [f(x)dx = [(Bcosx +e*)dx =
= IScosxdx+ je"dx =
= 3_[(:05de+ J.exdx =

=3 -(senx+C)+e* +Cy =3senx+e* +C

- Solucionario
2.

Q)
b)
3.

Q)
o)

)

. Actividades complementarias
1. Sabiendo que
Iexdx =e¥+Cy jcosxdx =senx + C,

aplica las propiedades de las
infegrales indefinidas para
encontrar las integrales de las
funciones siguientes:

X

c) f(x) =5eX+ cos x d) f(x) = i—z — COoS X

c) If(x)dx = j(Bex + cosx)dx =
= JBexdx+ Icosxdx =
= 5Jexdx +jcosxdx =

=5(*+C))+senx+C, =5e" +senx+C

d) Jf(x)dx =J(%—cosx]dx =

= I%dX—Icosxdx = é‘l‘exdx - Jcosxdx =

X

=%(6X+C1)—(senx+C2)=i—2—senx+C
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Orientacién diddctica

* El profesor debe dedicar el
fiempo suficiente en clase,
para explicar a los estudian-
fes los procesos y métodos
para encontrar la funcién a
la cual se va a derivar, en los
gjercicios de aplicacién de
este tema.

. Solucionario
4,

a) 1005, 3 cm”2
p) 5,012

4. DIFERENCIAL DE UNA FUMCIN
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. Solucionario
7.

a) Concava: (-oo, 1 ).

convexa: ( 1 ,00)

b) Céncava: (-oo, ; ),
convexa: (% ,00)
c) Céncava: (-o,1),

convexa: (1,e0)

d) Céncava: (-oo,-1), (1,00)

e) Coéncava: (-o,0),
convexa: (0,e0)
f) Céncava: (-,0),

convexa: (0,e0)
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* Orientacién diddctica
1.3 Tecrsma fundormanial del célcula i o
g s o b i s s e R v i il iarrica § * En los ejercicios propuestos

L s R e (A PR A o R del segundo teorema funda-
mental del cdlculo, se debe
tfener exfremo cuidado en el
uso de signos de agrupacion,
para evitar errores en 10s Sig-
nos, que se presenfan comun-

alxp= | Fien

Do &0 Bigie MOivad i1 Qe wior DG D0kl DR,
ALR] o ur S Gt S furiides intepra de

Domaitr s b Gl s b el A n b B < A D e
B DR TR, il (i k] R i I
¥ ol (x4 W Curesio by sty & ), Wraivats. s

i L2 ":'h"“"-':' = i)

Pt ol e o b (D e a4 por defictn. M) Pl mente con los estudiantes.
i bor -

A (x= Fixh Los alumnos deben tener muy
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' Orientacién diddctica

Para el fema de métodos
numéricos de integracion,
para una integral definida,
el docente puede apoyar-
se a manera infroductoria
del concepto de sumas de
Riemann. A continuaciéon
encontrard un enlace para
la ampliacién de sus conoci-
mMientos.

https://goo.gl/M7PvKL

Suma de Riemann

En matemdticas, la suma de Rie-

mann sirve para calcular el valor
de una infegral definida, es de-
cir, el drea bajo una curva.

Este método es muy Util cuando

no es posible utilizar el Teorema
fundamental del cdlculo. Estas
sumas foman su nombre del mo-
temdtico alemdn Bernhard Rie-
mann.
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- Solucionario 4, METOROS BASICOS DE INTEGRACION
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. Solucionario
1.

a)f(2)=12
2. f'(0) =0
3.

a) v =9t 12t,a=18t- 12

) x =27m; v=45ms' ;a=42ms”
o)t=2s

dt= é—os

4,

Q) y=é—0; b) y=e’x- €’ c) y=¥+1
5y=0

6.(1,-4), (-1,12). (-3,-4)

7. m=4

8.

9.

10.

a)x (4dIinx+1) b)Inx

b) g'(2) =3—

( )2 d) e* (senx+cosx)
1-x

1.
a)9 b) 3 c)5
d) 25e*°~1.2129x10"°
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. Solucionario
13.

a) fest. crec. en (-0,0) U (2,+),y
est. decrec. en (0, 2)

P)M,enx=0;enx=2;Pl,enx=1
14. 115200 m’

15.

Q) 4x sen (x)-2(x%-2) cos(x)+C
b) é_ X (3In(x) - 1)+C
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- Solucionario
1

6.
a) 243x°

12 1 24
-243x"+ 405x -90x" +@_3X21 +X?+C

b) In(sen x)+C

f)

Q) —In(x3 +2)+C
g
SR T

17. 1 unidad cuadrada

18. 3%_5 unidad cuadrada

1o, 11941
192

20, 875
12

m 268
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* Orientacién diddctica

e Para resolver el ejercicio 27,
el método adecuado es el
llamado de fracciones par-
ciales. En donde se deberd
factorar el denominador vy
encontrar las fracciones de
la cual se origina el término
racional del Integrando. En
el siguiente enlace, puedes
encontrar ejercicios resueltos,
para ilustrar el procedimiento
adecuado.

http://goo.gl/wzSLe7

x’ 1

) FO) =7 +2x-x -3
’ 1

) FO)="%5 +2Xx-X -

23.
a) FGO=x In xx+4
) F(X)=x In x-x
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%In(1+x8)+c
%tan'1 x*+C

\J1+sen2x +C
%sen'1 (ezx)+C

%In(1+e3")+C

26. —xcosx+senx+C
6

X?(Inx—l)+C

X

e—(senx—cosx)+C
2
3e"(x—1)+C

(x2—2)senx+2xcosx+C

28.

a) Figura a

30.

a) Figura a

Prohibida su reproduccién

29.

25.

%(tan’1 x)5 +C;
%In(1+x8)+c

ltan'1 x"+C
4

J1+sen2x +C

%sen'1 (ez")+C

%In(1+e3x)+c
GBS SIS
5 5

2tnfsc+1]+ Linfx -1 -3 nfx+2 +C
2 2

In3

5m 1
a9 b)) = A)-=d)1 e) In|—| f)4dede?
) ) 28 ) 6 ) ) (an) )

31.

a) e2 unidades cuadradas
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. Orientacién didéctica

* Para los ejercicios 1y 2, se

debe tener en cuenta la re-
gla de la cadena en la deri-
vacion.

Para el gjercicio 3 se debe en-

contrar un cambio apropio-
do de variable, al principio
con los estudiantes, se pue-
de readlizar este cambio,
simplemente por prueba
y error, hasta obtener mds
experiencia.

. Solucionario
1.
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~ Orientacién didactica

* En el tema de puente ma-

;——-- temdtico, se puede extener
P DOy la idea a modelos usados
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fambien en la ingenieria de
la construccidn de puentes,
como es el caso del modelo
generado por una figura co-
nocida en la geometria llo-
mada “ La Catenaria”, que se
modela con el uso de ecuo-
diones diferenciales ordina-
ras.

En el tfema de la elasticidad
de la demanda se usa la infe-
gracion de las funciones ofer-
ta y demanda, para modelar
de mejor manera y predecir
resultados en la economia.

Las derivadas en economia
son conocidas como “Margi-
nales”, como por ejemplo el
Marginal del Costo, informa
cémo varia la funcidén del
costo, cuando varian las uni-
dades producidas de un pro-
ducto.
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Niveles y subniveles educativos

ELEMENTOS DEL CURRICULO

Bachillerato general unificado

* Proponer soluciones creativas a situaciones concretas de la realidad nacional y mun-
dial mediante la aplicacién de las operaciones bdsicas de los diferentes conjuntos
numéricos, el uso de modelos funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y mé-
todos formales y no formales de razonamiento matemdtico que lleven a juzgar con
responsabilidad la validez de procedimientos y 10s resulfados en un contexto.

« Desarrollar estrategias individuales y grupales que permitan un cdlculo mental, escrito,
exacto o estimado y la capacidad de interpretacién y solucién de situaciones problé-
micas del medio.

Objetivos del area por subnivel

* Proponer soluciones creativas a situaciones concretas de |a realidad nacional y mundial
mediante la aplicacién de las operaciones bdsicas de los diferentes conjuntos numéricos,
y el uso de modelos funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y métodos formales
y no formales de razonamiento matematico, que lleven a juzgar con responsabilidad la

validez de procedimientos y los resulfados en un contexto.

» Desarrollar estrategias individuales y grupales que permitan un cdlculo mental y escrito,
exacto o estimado; y la capacidad de interpretacion y solucién de situaciones problémi-

cas del medio.

Obijetivos integradores de subnivel

* Tomar decisiones considerando la relacion entre individuo y sociedad en la era digital
y sus influencias en las distintas producciones cientificas y culturales, en un marco de

reconocimiento y respeto a los derechos.

* Desarrollar mecanismos de participacion a partir de la comprensidén de los procesos
de lucha social y politica de diversos grupos, movimientos y culturas y su contribucién
a la construccion de la identidad nacional en el marco de una sociedad intercultural y

multicultural de convivencia armdnica.

Criterio de evaluaciéon

* Emplea sistemas de ecuaciones 3x3 aplicando diferentes métodos, incluida la elimina-

cién gaussiana; opera con matrices cuadradas y de orden mxn.




Indicadores para la evaluacion del criterio

* Resuelve sistemas de ecuaciones mxn con diferentes tipos de soluciones y empleando
varios métodos, y los aplica en funciones racionales y en problemas de aplicacion; juz-
ga la validez de sus hallazgos. (1.2.)

* Opera con matrices de hasta tercer orden, calcula el determinante, la matriz inversa y
las aplica en sistemas de ecuaciones. (1.3.)

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mun-
dial, reflexionamos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para resolver
problemas en forma colaborativa e inferdependiente aprovechando todos los recur-
sos e informacion posibles.

* Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en otras, utilizamos vo-
rios lenguajes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con
responsabilidad nuestros discursos.

Destrezas con criterio de desempeno

Eje temdtico

i i Reconocer el conjunto de matrices M (R) y sus elementos, asi como las matrices especiales:
nulo e identidad. :

H PP 3

i Realizar las operaciones de adicion y producto entre matrices M2x2 (R), producto de esca-
Iores por matrices M2x2 (R), potencias de matrices M2x2 (R) aplicando las propiedades de
H numeros reales. i

Colculor el producto de una matriz de M (R) por un vector en el plano y analizar su resultado
; (vec’ror y no matriz). :

Reconocer matrices reales de mxn e identificar las operaciones que son posibles realizar
: en’rre ellas segun sus dimensiones. :

Calcular deferminantes de matrices reales cuadradas de orden 2 y 3 para resolver sistemas
: de ecuaciones. :

B Calcular la matriz inversa A de una matriz cuadrada A cuyo deferminante sea diferente a
Algebra lineal 0 por el método de Gauss (matriz ampliada) para resolver sistemas de ecuaciones lineales. :

H Apllcor la divisibilidad de nimeros enteros, el cdlculo del maximo comun divisor y del minimo
i comun mulfiplo 3 de un conjunfo de nimeros enteros y la resolucion de ecuaciones lineales :
con dos incégnitas (con soluciones enteras no negativas) en la solucidon de problemas.

H , ............................................................. H

H Reconocer un subconjunfo convexo en R y determinar el conjunfo de soluciones factibles
i de forma grdfica y analitica para resolver problemas de programacion lineal simple (minimi-
zoaon en un conjunfo de soluciones factibles de un funcional lineal definido en R). i

3 Realizar un proceso de solucion grdfica y analitica del problema de programacion lineal :
i graficando las 2—inecuaciones lineales, deferminando los puntos extremos del conjunto de :
soluc:lones factibles y encontrar la solucién éptima. i

Prohibida su reproducciéon

3 Resolver y plantear aplicaciones (un modelo simple de linea de produccién, un modelo en
¢ la industria quimica, un problema de fransporte simplificado), interpretando y juzgando la :
i validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema. :
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

o o B

Un precedente del trabajo con matrices
lo llevd a cabo el matemdtico vy fisico
irlandés W. R. Hamilton (1805-1865) al
desarrollar su frabajo con cuaterniones.
El abandono de la conmutatividad en la
multiplicacién de estos nimeros le llevd
a concebir un dlgebra diferente, que
fue ademds un precedente del cdlculo
vectorial.

La primera vez que aparece la notacioén
matricial es hacia 1843, en los tfrabajos
sobre la composiciéon de las fransforma-
ciones homograficas emprendidos por A.
Cayley.

Al investigar en esta direccion, Cayley
establecid la definicidn de matriz y sus
propiedades. Ademds, en 1857, desarrolld
el dlgebra de matrices, es decir, las reglas
que indican cémo se suman y multiplican
las matrices.

Habia nacido lo que hoy se conoce
como dlgebra lineal. El nombre de matriz
fue acunado por el matemdadtico inglés J.
J. Sylvester para darle el significado de
madre de los deferminantes.

SISTEMAS DE ECUACIONES

La teoria de matrices es, histéricamente,
una extensién de la teoria desarrollada
para los determinantes. Su origen, por tan-
1o, es el mismo: la necesidad de resolver
ecuaciones lineales simultdneas y fratar
las tfransformaciones lineales de un con-
junto de variables.

Fue A. Cayley quien, en 1858, observd
que era posible considerar la matriz de
los coeficientes de un sistema de ecuao-
ciones lineales como un operador que
actda sobre las variables de manera simi-
lar a como un ndmero a lo hace sobre la
incdgnita x para obtener ax.

En el libro An Elementary Theory of De-
terminants (1867) se dan las condiciones,
escritas en términos de determinantes,
bajo las que los sistemas de ecuaciones
tfienen soluciones no friviales.

El dlgebra actual abarca tanto la llamao-
da dlgebra cldsica, que se ocupa de la
resolucién de las ecuaciones algebraicas
mediante férmulas explicitas, como todas
las tendencias nacidas desde entonces.

Retrato de Sophus Lie.



LAS OTRAS ALGEBRAS

Las investigaciones de maftemdticos de la
talla del alemdn F. Klein (1849-1925) y del
noruego S. Lie (1842-1899), asi como los tra-
bajos del también aleman D. Hilbert (1862-
1943), hicieron evolucionar el dlgebra con
una rapidez asombrosa, hasta el punto de
cambiar su objetivo principal, que era el
de la teoria de ecuaciones, por el de las
estructuras algebraicas.

Con todo ello se asentaron, ademds, las
bases de partida para los frabajos de 1o0s
algebristas del siglo XX.

El dlgebra moderna tiene como base
la feoria de conjuntos y se prolonga en
las llamadas algebras lineal, multilineal
y topoldgica. Existe ademds el dlgebra
de la légica, creada por los matemdti-
cos ingleses G. Boole (1815-1864) y A. de
Morgan (1806- 1871) y desarrollada por

el aleman E. Schréder (1841-1902). Retrato de Georges Boole.

También se debe a G. Boole una definicion
mds amplia de matemdtica.

En la infroduccidén de su libro Mathemati-
cal Analysis of Logic, publicado en 1847,
protestaba contra su definicion, admitida
enfonces, como la ciencia del nUmero y la
magnitud. Y expresaba claramente la idea
de gque la caracteristica esencial de la
matemdtica es su forma. Asi, puede estu-
diar cualquier tema capaz de expresarse
Unicamente mediante simbolos, con reglas
precisas para operarlos, y sujeto sdlo a su
propia consistencia interna.

Prohibida su reproducciéon
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Matrices
Matriz de dimension m X n: conjunto de m x n elementos dis-
puestos en m filas y n columnas. Se representa:

A = (ay), m, 0 bien, A=(a); a; elemento de lafilaiy la

& g columna j
A=B & g=b Vij

Matriz cuadrada: dimension n x n. Elementos a,;, a,,, ..., a,,:
diagonal principal.
Matriz fila o vector fila: dimension 1 x n.

IA A

<
<i

]

Matriz columna o vector columna: dimensién m x 1.

Matriz diagonal: matriz cuadrada en la que todos los elemen-
tos situados fuera de la diagonal principal son 0.

Matriz escalonada: las filas nulas estan en la parte inferior de
la matriz; y en las filas no nulas, el primer elemento diferente de
cero de una fila esté situado més a la derecha que el primer ele-
mento diferente de cero de la fila inmediatamente superior.

Matriz identidad, I: matriznxn | 3;=0, sii#j,y =1, sii=j.
Matriz nula: a; =0, Vi, j.

Rango de una matriz A, rang (A): nimero de filas no nulas de
una matriz escalonada equivalente a A.

Dos matrices son equivalentes si una de ellas se obtiene a par-
tir de la otra mediante transformaciones elementales.

Suma: A, +B,,,=C,, conc;=a;+Db;

Producto por un nimero real: k - A, =C_ conc;=K- g
p

Producto: A, -B,, = Cp, conc, = ».a; - by

j=1
Matriz inversa, A 7, de una matriz A: A- At=A1. A=|

Matriz traspuesta, A !, de una matriz A: la que se obtiene inter-
cambiando sus filas por sus columnas.

Determinantes

Determinante de una matriz cuadrada A, |A|, nimero asociado
a A, definido de la siguiente manera:

Determinantes de orden uno: |A| = |a,| = a,,

Determinantes de orden dos:

a; Ap
|Al= =818 —ap ay

A Ax
Determinantes de orden tres:

a 3 A3
[Al=|ay @y @p|=ay Ay dgg + 8y 8z g3 +agy Agp gz —
A3 Az QAgz| — @ Qyp 8z — Ay Az 8y3~dg3 8y Ay
n
Determinante de orden n: |A|= Y ay(-1)'*' M;, donde M,
. =il . .
(menor complementario de a;) es el determinante de la matriz
de orden n — 1 que se obtiene al suprimir la fila y la columna
correspondientes a a;.
4 Adj (A . ]
A= ﬁ donde A; (adjunto del elemento a;) = (-1 M;

[Al

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de ecuaciones lineales: conjunto de ecuaciones li-
neales que deben verificarse simultaneamente.

AMPLIACION DE CONTENIDOS

Sistema de m ecuaciones con n incégnitas:
A1 X+ a5 Xo +... A5 X, = by
Ay X1+ 8o X + ot 8 X, = bm}
Solucion: n-upla de nimeros reales, (s, S,, ..., S,), tal que ve-
rifican simultdneamente las ecuaciones.
Clasificacion de sistemas segun sus soluciones:

Incompatible (sin solucién)
Determinado (solucién Gnica)

Compatible (con solucion)
<Indeterminado (infinitas soluciones)

Resolucién por el método de Gauss: se halla un sistema esca-
lonado equivalente al inicial y se resuelve mediante sustitucion
regresiva.

Notacion matricial de un sistema: A - X = B, donde A = (a),
X = (x), B = (b). Solucién: X =A™ - B
Teorema de Rouché-Frobenius:
rang (A) # rang (A’) < sistema incompatible
rang (A) =rang (A’) = n < sistema compatible determinado
rang (A) = rang (A") < n & sistema compatible indeterminado
Regla de Cramer:

_ Ay A; determinante de la matriz obtenida al sustituir la columna

S = [A] de la matriz A correspondiente a la incégnita i-ésima, por
la columna de los términos independientes



Intfroduccion a la Iégica Matemdtica

Si bien es cierto que para solucionar los problemas matematicos he-

FIJATE

Todo razonamiento o inferencia
consta de:

— Premisas: conjunto de enun-
ciados que expresan los datos
de partida.

— Conclusion: enunciado final
gue expresa la nueva informa-
cién obtenida a partir de las
premisas.

Funciones monétonas

Si deseamos demostrar que la
suma de los n primeros nimeros
naturales es:

n+1
2

utilizaremos un método de razona-
miento inductivo, el principio de
induccion completa, enunciado por
el matematico italiano G. Peano en
1900. El mencionado principio dice:

1+42+3+..+n=n-

«Para toda propiedad P(n) de los
nimeros naturales que dependa de
n y que verifique los requisitos
siguientes:

e P(n) se cumple para n = 1, es
decir, se cumple P(1).

e Si suponemos que se cumple
P(n - 1), se cumple P(n).
podemos asegurar que P(n) se

cumple para todos los numeros
naturales.»

Asi, la igualdad se cumple para n=1:

p(1)=1.1%1=1

Y si suponemos que se cumple
P(n - 1), veamos qué sucede para
P (n). Tendremos:
1+.+n-1+n=Pnh-)+n =
_ (n-2-n n = n-(n+1)

2 2

Asi pues, podemos garantizar que
la expresion es correcta.

mos de razonar, ¢es tan importante el razonamiento en las matemati-
cas en general? Para responder a esta cuestion, podemos partir de la
definicién de matematica que hallamos en el diccionario:

La matematica es la parte de la ciencia que, a partir de deter-
minadas nociones basicas, desarrolla sus teorias sin mas apo-
yo que el razonamiento légico.

Asi pues, el razonamiento es basico en la matematica. La disciplina
gue estudia su validez en general recibe el nombre de I6gica. Para
empezar el analisis de los razonamientos, hemos de diferenciar los
dos tipos que existen: deductivos e inductivos.

— La deduccién consiste en pasar de premisas generales a una con-
clusion menos general. Cuando este tipo de inferencia es correcta,
la conclusion se sigue necesariamente de las premisas: es imposi-
ble que siendo éstas verdaderas, la conclusion sea falsa.

Observa, por ejemplo, el siguiente razonamiento deductivo:

Todos los ntimeros naturales son enteros. El 2,5 no es un numero
entero. Por tanto, el 2,5 no es un numero natural.

— La induccion consiste en llegar a una conclusion general a partir
de informaciones menos generales que vienen dadas en las premi-
sas.

Excepto en el caso de la induccion completa descrito en el margen,
s6lo puede hablarse de cierta probabilidad, pues, aunque las pre-
misas sean verdaderas, esto no asegura que la conclusiéon también
lo sea.

Por ejemplo, si tenemos las siguientes premisas:

e El nmero 121 es divisible entre 11.
e El nimero 363 es divisible entre 11.

e El nlmero 1331 es divisible entre 11.

Podemos llegar a la conclusion de que:
Los ndmeros capictas son divisibles entre 11.

Sin embargo, hemos de estar dispuestos a revisar la veracidad de
esta conclusion.

Las premisas y la conclusion son enunciados que afirman algo o lo nie-
gan y, por tanto, pueden ser verdaderos o falsos. En cambio, los razo-
namientos no pueden ser verdaderos ni falsos, pues no afirman ni nie-
gan nada. Asi, no hablaremos de razonamientos verdaderos, sino de
razonamientos correctos 0 validos.

La parte de la l6gica que se ocupa Unicamente de la validez de los
razonamientos sin tener en cuenta el contenido de los enunciados es
la I6gica formal. Dentro de ésta, la Idgica proposicional o de enuncia-
dos toma los enunciados en bloque, sin analizarlos.

Prohibida su reproduccion
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Combinacion de proposiciones

\Y, V|V V | V|V Para construir proposiciones complejas, hemos de considerar todas
las combinaciones posibles de los valores de verdad y falsedad de las
proposiciones simples con las que vayamos a tratar. Asi, para una pro-
posicion tendremos todas las combinaciones que aparecen en la tabla
1; para dos proposiciones, las que aparecen en la tabla 2; y para tres

proposiciones, las que aparecen en la tabla 3.

F V|F V| V|F

MTablal. F | V V| F |V

FIF V F|F

Observa que el nimero total de combinaciones puede calcularse me-

WTEbaz.F VoV diante combinatoria. Si tenemos i proposiciones, el nimero total de
= e combinaciones posible es el nimero de variaciones con repeticion
de dos elementos tomados de jen i: VR, ;= 2.
F F V . -, .
Operaciones logicas fundamentales: tablas de verdad
F F F . - . .
Cuando combinamos dos proposiciones simples mediante una conec-
M Tabla 3. tiva, el valor de verdad o falsedad de la combinacion dependeréa del de
las proposiciones que las forman. En el caso de dos proposiciones,
tenemos las siguientes caracteristicas:
Negacion Conjuncién Disyuncion Condicional Bicondicional
p| - p q | pAg p g | pVg P 9 |pP—>( p q|pPeq
= V = F V V F \ V F \% F
F F F F F F F F v FF v
-p es falso si p A gsélo es verda-  p\/ g es verdadero P — g es verdade- | La verdad o falsedad
» Pes velrdade- dero cuando todas | cuando al menos uno | 'O Siempre, excepto Qe una proposicion
8 o,y vicever- | |5q proposiciones que | de sus miembros lo cuando p, el antece- | implica la verdad o
B Sa, “pesVer- | g forman son verda- | es.Y so6lo es falso en dente, es verdadero y | falsedad de la otra.
g dadero sipes | geras. En caso con- | el caso de que los | @ €l consecuente, fal- | De ahique enla tabla
g falso. trario, es falso. dos miembros seana | SO- aparezca el valor V
S la vez falsos. siempre que py g tie-
nen el mismo valor.
Si el enuncia- | «25 es mdltiplo de 5 | La proposicion «25 | Un enunciado comple- | «Aprobaré si y sola-
do«25esmll- | y de 7» sélo es ver- | es miltiplo de 5 0 de | jo como «si apruebo, | mente si estudio» es
tiplo de 5» es | dadero si 25 es mdlti- | 7» sera verdad si lo | me compran un co- | una proposicion que
verdadero, en- | plo de 5y tambiénes | es de 5, silo es de 7 | che» es siempre verda- | es falsa en el caso de
¥ tonceselenun- | mdltiplo de 7. Si una | osiloesdeambos.Y | dero, menos cuando | que no apruebe y ha-
E. ciado «25 no | de las dos cosas, o | solo seré falsa en el | se da el antecedente | ya estudiado, o bien
@ es multiplo de | las dos a la vez, no | caso que no sea mul- | (he aprobado), perono | apruebe sin haber
W 5» es falso, y | se cumplen, todo el | tiplo de 5 nide 7. se cumple el conse- | estudiado.
viceversa. enunciado complejo cuente (no me han
sera falso. comprado un coche).

Para determinar la validez de un razonamiento, pueden aplicarse
tablas de verdad como las que aparecen en la tabla superior. Obser-
va que una tabla de este tipo es una matriz que muestra los posibles
valores de verdad de una proposicion compleja.
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Leyes del cdlculo proposicional

e Todas las leyes ldgicas son
tautologias y todas las tauto-

Otra manera de validar un razonamiento sin necesidad de construir

logias pueden expresarse constantemente tablas de verdad es utilizar las reglas de inferencia.

como leyes logicas. Estas reglas se representan mediante un esquema de inferencia o en
e En los esquemas utilizamos forma de ley logica y permiten asegurar la correccién formal de una infe-

letras maytsculas (A, B, C...) rencia o razonamiento. Asi, el resultado obtenido es siempre una tauto-

=1 LY 52 (63 [preples G (6 logia. Por ello la ley l6gica acostumbra a expresarse P = Q, dado que

l6gica de enunciados (p, g, . f |

r...), porque las maysculas siempre es formalmente correcta.

simbolizan tanto proposicio- 2
s SEES (A = ) e Las leyes l6gicas son muchas, puesto que hay una por cada razona-

complejas (A = (p A\ q)). miento vélido. Sin embargo, cabria destacar aquellas que juegan un
papel fundamental en la inferencia Iégica, y por tanto en la matemati-
ca, como son las denominadas leyes del célculo proposicional.
Estas leyes son:

Nombre Ley Descripcion

Negar dos veces algo es igual que afirmarlo. Y, al
Doble revés, afirmar algo equivale a negarlo dos veces.

negacion Ae(A) Soy feliz equivale a no soy infeliz.
Si dos premisas Ay B se dan simultaneamente,
deﬁ;@g‘:}ﬁfgon AAB= A tanto se puede concluir A como B.
El Sol da luz y calor, luego el Sol da luz.
o simplificacién A/NB=B Y/ J

El Sol da luz y calor, luego el Sol da calor.

Si se dispone de una proposicién como premisa,
; puede afadirse disyuntivamente cualquier otra
Introduccion proposicién_

. . A=A\B
delad
€ la disyuncion La velocidad es un vector, luego la velocidad es

un vector o llueve.

A partir de un bicondicional, podemos concluir

Lev del A=B)=(A=B) dos condicionales, y viceversa.
bico?c;ici%nal AeB)=B=A) Aprendo si y solo si gstudio gquivalg a Si apren-
(Ao B) o [(A=B)A B = A)] do, entonces estudio y, si estudio, entonces
aprendo.

Si una disyuncién es verdadera, y cada uno de
sus miembros tiene una consecuencia, entonces

es cierta la disyuncion de esas consecuencias.

Ley del dilema | [(A=B) A (C=D)\(AVC)] < (B\/ D) Si estudio, aprobaré y, si salgo, me divertiré.

Estudiaré o saldré. Todo esto equivale a Aproba-
ré o me divertiré.

La negacién de una conjuncion es la disyuncion
de cada uno de sus componentes negados. La
negacion de una disyuncion es la conjuncion de
cada uno de sus componentes negados.

Y- ~(AAB) & (-A\/ -B) P 9

De No es cierto que las matematicas sean dificiles
de De Morgan

~(A\/ B) & (-A A -B) y que la pintura sea facil podemos concluir que
Las matematicas son faciles o la pintura es dificil.
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No es cierto que corra o vuele nos permite con-
cluir que Ni corre ni vuela.
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Recurso para la evaluacion

Nomobre: Fecha:

1. Considera las siguientes matrices:

A= 8 -1 B= 4 -3
0O 3 3 -5
Calcula:

1

a-2A+38 b_AB c.A(-B) d.A’-B?

2. Dadas las matrices siguientes:

2 -4 2 8 0 -2
A= y B=
6 0 2 -4 2 0

comprueba que:
a(A+B)=A"' +B'
b.(3A) = 3A'

3. Halla la matriz inversa de la siguiente
maitriz:

>

1
~N oo
N w ©
~N o e

4. Determina el rango de A en funcidén de
los valores de k:

1 k Kk?
A= 2 4
3 9

1
1

. Seaq. A:[

X -3

w+1 x—7 ] Se pide:

. Determina el valor o los valores de x para

los que no existe inversa de A.

. Calcula a y b para que con x = 2 se

cumpla

(53

. Considera las matrices

| 1 -3 (1 3
A'[Z ZJyB'[z —2)
a. Halla la matriz M, cuadrada de orden

dos, talque M - A =B.

b. Comprueba que M? = | y deduce la
expresion para M,

. Resuelve mediante el método de Gauss:

a) x+y +z =1 b)x+y =1
2x +3y +5z =3 x+z=2
x =5y +z =2 y +z =3

. Resuelve mediante el método de la ma-

friz inversa:;

-x =5y +z 9
3x +y =2z =6

a)2x +3y —z =3 b)
2x —y =3z =3

x+y —z=—2]

x—y —z =0



9. Discute y resuelve, cuando sea posible, los
siguientes sistemas de ecuaciones depen-
dientes de un pardmetro:

a) Bt+16)x +Q@t 28y +(3t 26y =
-19x +14y -5z = 42
30x —14y +23z =44

b) 2x+3ty +z =t
4x +6y + 2tz =2t
6tx +9y +3tz =3t

10.¢,Para qué valores de m es indeterminado
x =3y +2z =2
3x +y —4z =6
my —5z =0

para uno de estos valores.

el sistema Resuélvelo

11. Estudia en funcidn de los valores de k el
sisfema:

2kx +(2k —=3)y =2
4x +(k -ly =k}

12.Resuelve mediante el método de Cramer:

a) x+y -2z =7
2x —y +4z
2x —y —6z =

b)2x =5y +3z =12
—6x +2y +z =3
7x —4y +3z =1

X

13.Discute los siguientes sistemas de ecuo-
ciones y resuélvelos cuando sea posible:

a) x+y +z =0 d)
3x =3y -2z =1

x+ty —z =2
2x —y =3z =3
x—y —z =0 x —2y =2z =0
b) 2x -3y —z =1
—x +y 3z =0
—x —6y 48z 4

e)2x —y +z =2
3x —y +z =
x +3y +z =1

c)2x +4y +2z =0
6x +3y +6z =3
5x +7y +5z =1

14.Discute, en funcion del pardmetro k, el si-
guientfe sistema de ecuaciones, aplicando
el feorema de Rouché-Frobenius, y resuélve-
lo mediante la regla de Cramer en caso de
que sea compatible determinado.

x +y +kz =k
kx +ky +z =1
x +ky +z =k

15.Una marca de coches monta en una ciudad
una red de concesionarios que reparte entre
tfres empresas, A, By C. Cincuenta son adjudi-
cados a la empresa C. El resto se reparte entre
las empresas Ay B. Al cabo de un ano las em-
presas By C quiebran y una cuarta empresa D
asume la gestidon de sus concesionarios. Tam-
bién sabemos que el nimero de concesiono-

rios gestionados por B era % de los gestionados

por A. Dos anos mds tarde, la empresa A cierra
por falta de rentabilidad 5 concesionarios y la
empresa D cierra 10, guedando operativos un
total de 85 concesionarios. ¢ Cudntos concesio-
narios ha gestionado cada empresa?

16.Considera el siguiente sistemna de ecuao-
ciones:

2x +y —(a
X —2y +z
4x —(@ +ly +=z

-y =
=4
=2a

a. Discute el sistema en funcién del pard-
metro a.

b. Resuélvelo cuando sea compatible in-
determinado.

c. En el caso del apartado anterior, halla
una solucién del sistemna en que x, yy z
fengan valores enteros.

Recurso para la evaluacion
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A -4 -7
a) —2A+3B= 9 _91
. 29 -19

3 b

29 19
Z A‘(_B)z(—g 15)

)

N 57 -14
d) A-A-B-B=| o
a) (A+B)i=A'+Bt
10 -4 0
A+B= H
(2 2 2]
10 2
(A+B) =|-4 2
0 2
2 6 8 —4
A'={-4 0; B'=| 0 2
2 2 -2 0
10 2
A'+B'=|-4 2|=(A+B)
0 2
b) (3A)'=3A'
6 -12 6
3A =
[18 0 6]
6 18
(BA) =[-12 0
6 6
2 6 6 18
3A"'=3/-4 0|=]|-12 0]|=BA)
2 2 6 6
21 -61 -3
L T
23
-19 53 6

1 k k2 1 k k2
A=|1 2 4| 270 10 2-k 4-K
1.3 9 ~——> 10 3-k 9-k2
1k k2
2
Fs‘z:t@ 0 2-k 4 -k
L (k+1)(9-k?

0 0
2-k

La matriz tendra una fila nula, y por tanto, tendra ran-

go?siw

2-k
(k=3)(k+1)(k+3)=0
e Parak=-1
1 -1 1
A=]0 3 3|=rang(A)=2
0o 0 0
e Parak=-3
1 -3 9
A=|0 5 -5|=rang(A)=2
o 0 o0
e Parak=3
1 3 9
A=|0 -1 -5|=rang(A)=2
o 0 O

Si observamos la matriz con detenimiento, vemos que
también hay valores de k diferentes a los ya estudiados
que pueden anular la segunda fila de la matriz. Plan-

2-k=0 . El valor de k obtenido

4-k*=0
es k = 2. Para este valor , el término a,; = 15/0. Es de-

teamos el sistema {

cir aunque para k=2 F, es nula, F, no lo es.

Parak#2; k#-1; k#3yk#-3 el rang (A) =3.

a) Calculamos el determinante de la matriz A:

A=

=x?-7x+4x+3 =

X -3

B O R COICE R

=x?-3x+3

Si la matriz inversa no existe, implica que este de-
terminante ha de ser 0. Por tanto:

x2-8x+3=0
X_3¢\/9—12
2



Puesto que no hay solucién real, el determinante
no se anula y la matriz es invertible para todos los
numeros reales.

b) Sustituimos x = 2 y obtenemos la expresion:
2 =8)(a) (-1
3 =5){b) (-1
Resolvemos el problema usando la matriz inversa:

2 -3
=-10+9=-1
3 -5

. [—5 —3)
A:

3 2
Adiah =23
fAY=1_5 o

Al = 5 -3
3 -2
Obtenemos la solucion de la ecuacion:

Ax=Db
AT'Ax =A"'b

(-6 2 -0)

6. 4 ) Podemos calcular M utilizando la matriz inversa de
la matriz A:

Mep.oai_(l 3 1 -3)"
B 2 —2)\l2 2) &

Al =

0| — 00| e
N — W] oo

También se puede resolver como un sistema de

. . Xy
ecuaciones, poniendo M = [ t]' Entonces,
VA

(e DG 5

x+2y=1 y=-1/2
-3x+2y=3 y=3/4

z+2t=2 z=1
-3z+2t=-2 t=1/2

10
b) Efectivamente, M* = M- M = (0 1] =1,. Con

M, sin esimpar
ello, M" :{ P .

I, sinespar

a) Triangulamos la matriz ampliada A”:

11 1|1 11 11
F, - 2F,

2 3 5(3(, . |0 1 31
3 71

1 =5 1|2)—>{0 =6 0]1

Vemos que en la tercera fila de la matriz ya hay ais-
lada una incégnita, por lo que ya podemos resol-
ver el sistema.

b) Triangulamos la matriz ampliada A”:

1 1 01 1 10

1 0 1|2 R-F |0 -1 O
—

01 13 1 1|3

Vemos que en la segunda fila de la matriz ya hay
aislada una incégnita, por lo que ya podemos re-
solver el sistema.

x=2, y=-lyz=4

a) Escribimos el sistema matricialmente:

2 3 -1)(x 3
-1 -5 1]||y|=]0
3 1 =2)\z 6

Comprobamos que la matriz de coeficientes, A, es
regular (|A| #0) y escribimos su inversa.

9 5 -2
|A]=17 A‘1=% 1 -1 -1
14 7 -7

Resolvemos el sistema por el método de la matriz

inversa:
| 9 5 -2\(3
X=A‘1-B=§ 1 -1 -1[0
14 7 -7){6
X . 15
X: = — —3
YT
z 0
La soluciéon del sistema es: x:E,yz—§ y
z=0. 7 7

b) Escribimos el sistema matricialmente:

1 1 -1)(x -2
2 -1 -3||y|=]-3
1 -1 -1)\z 0

-

Recurso para la evaluacion
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Comprobamos que la matriz de coeficientes A es re-
gular (JA| #0) y escribimos su inversa:

-2 2 -4
1

|A]=-2 A‘1=—2 -1 0 1

-1 2 -3

Resolvemos el sistema por el método de la matriz

inversa:
. -2 2 —4\(-2
X=A"B=—|-1 0 1}-3
-1 2 -3 0
X 1
X=ly|=|-1
z 2

La solucion del sistemaesx=1,y=-1yz=2.

a) Las matrices asociadas al sistema son:

3t+16 2t—-28 -3t-26

A=| -19 14 -5
30 -14 23
3t+16 2t-28 -3t—26|-40
A'=| -19 14 -5 -12
30 -14 23 44

Calculamos el rango de las matrices mediante de-
terminantes, € imponemos que el determinante de
A se anule.

|A]=3858t=0, t=0

ePara t = 0, |A|=0 y |A' =0 Por lo que
rang (A) =rang (A’) = 2. El sistema es compatible
indeterminado. Lo solucionamos mediante el mé-
todo de Cramer, y los resultados obtenidos son:

32 18t 34 41t

X=—=-—"y o z=t
11 11 11 22

ePara t # 0, |A|¢O y |A' #0 por lo que
rang (A) = rang(A’) = 3 y coincide con el nime-
ro de incognitas, por lo tanto, el sistema es com-
patible determinado, con una tnica solucién. Lo
resolvemos por el método de Cramer y obtene-
mos que los resultados son:

X_@_ _@_2_328t+48
5577 117 7T b5

b) Las matrices asociadas al sistema son:

2 3t 1 2 3t 1|t
A=l4 6 2t| A'=|4 6 2t|2t
6t 9 3t 6t 9 3t|3t

Calculamos el rango de las matrices mediante de-
terminantes, € imponemos que el determinante de
Ase anule.

[A]=-D*+D) =0, =1y t,=-1

eParat =1
No hay ningin menor 2 x 2 de A cuyo de-
terminante sea diferente de 0, por lo tanto el
rang (A) =1
Tampoco hay menores 3 x 3 ni 2 x 2 de A’ que ten-
gan un determinante no nulo, de manera que
rang (A) =1.
Los rangos de las dos matrices son idénticos y me-
nores que el namero de incognitas, el sistema es
compatible indeterminado dependiente de dos
parametros. La solucién obtenida es:

_l-p-31

z=U; y=T1, X
Wy 9

e Para t,= -1

El rang (A) = 2 ya que hay al menos un menor
2 X 2 de A cuyo determinante es no nulo.

El rang(A’) = 3 ya que hay al menos un menor
3 x 3 de A’ cuyo determinante es no nulo.

Podemos decir que el sistema es incompatible y,
por lo tanto, que no tiene solucion.

eParatzlyt#-1

rang (A) =rang (A’) = 3y es igual al niimero de
incognitas del sistema, por lo que el sistema es
compatible determinado, es decir, con una tni-
ca solucion.

La hallamos resolviendo el sistema por Cramer.
La solucion obtenida es:

12¢ 36t

x=0; y=——; z=
YT t+1



10.

11,

El sistema sera indeterminado cuando, siendo com-
patible, rang(M) < 3 (3 = numero de incégnitas y M,
la matriz de coeficientes). Para que ocurra esto se re-
quiere que det(M) = 0. Calculamos, por tanto, los va-
lores de m que anulan el determinante de M:

1 -3 2
IM[=]8 1 —4|=0; 10m-50=0=
0 m -5
:>m=@:5
10

Tal como acabamos de comprobar, s6lo existe un va-
lor de m que anula el determinante. Si el sistema es
compatible para m = 5, serd indeterminado.

Transformando M’ obtenemos el sistema:

X—-3y+2z=2
3x+y—-4z=6
by-5z=0

1 -3 2|2 1 0 -1|2
=0 1 -1{0}|=]0 1 -1|0
0 0 0f0 00 00

Este resultado indica que rang(M) =2 =rang(M’). Por
tanto, para m =5 tenemos un sistema compatible in-
determinado (S.C.L.).

La ultima matriz obtenida equivale al sistema:
X—z=2
y—-z=0

Sustituyendo z por A obtenemos la solucién general:

x=2+A
y=2x
z=A

Lo primero que deberemos hacer es examinar los va-
lores de k que anulan det (M), siendo M la matriz de
coeficientes:

2k 2k-3 )

M| = =0, 2k 10k +12=0
4 k-1

Lo loxVa [3
1 2

12.

A partir de este resultado ya podemos asegurar que
parak#2 y k# 3 el rango de M es 2. Como el rango
de la matriz ampliada, M’, no puede ser mas que 2,
parak #2 y k # 3 el sistema es compatible determi-
nado (S.C.D.).

Estudiemos qué sucede parak=2 y k= 3.

Para k = 2 la matriz M’ se puede transformar:

4 1|2 4 1|2
F - F
4 112)2 510 0]0
rang(M) = 1 = rang(M")
Observa que: o
n.” de incégnitas — rang(M) = 1

Por tanto, para k = 2 el sistema sera compatible inde-
terminado (S.C.L.) y sus soluciones dependeran de un
parametro.

Para k = 3 la matriz M’ se puede transformar:
6 3|2 9 632
F,-~-F
4 2|13) 2. 3100

Observa que rang(M) =1 # 2 =rang(M”").

5
3

Por tanto, para k = 3 el sistema serd incompatible.

a) Las matrices asociadas al sistema son:

1 1 -2 1 1 2|7
A=|2 -1 4 A'=12 -1 4|1
2 -1 -6 2 -1 -6|-1
Calculamos el determinante de la matriz de coefi-
cientes:
1 1 -2
|[A]=]2 -1 4|=6+8+4-
2 -1 -6
-4-12-4)=30

Para hallar la solucion, sustituimos la columna de
la matriz A correspondiente a la incégnita por la
columna de los términos independientes.

A 38
HINERE
A 7
YTTA] T 1
,oBs 1
|A] 5

-
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b) Resolvemos de la misma manera que el apartado

anterior.
|A|=-75
=B 118
Al
Lo B 138
[A] 75

13. @) Las matrices asociadas al sistema son:

1 1 1 1 1 10
A=13 -3 =2 A'=13 -3 2|1
1 -1 -1 1 -1 -1|0

Calculamos el rango de las matrices mediante deter-
minantes y observamos que rang(A) =rang(A’) =3
y coincide con el nimero de incégnitas, de mane-
ra que el sistema es compatible y determinado.
Calculamos la solucién mediante el método de Cra-
mer, y obtenemos que x=0,y=-1,z=1.

b) Las matrices asociadas al sistema son:

2 -3 -1 2 -3 -1|1
A=|-1 1 -3 A’=-1 1 -3|0
-1 -6 8 -1 -6 8|1

Calculamos el rango de las matrices mediante deter-

minantes y observamos que rang(A) =rang(A’) =3y

coincide con el niimero de incognitas, de manera que

el sistema es compatible y determinado.

Calculamos la solucion mediante el método de Cra-
3 1

mer, y obtenemos que x =0,y = 100 10

¢) Las matrices asociadas al sistema son:

2 4 2 2 4 2|0
A=16 3 6| A'’=|6 3 6|3
5 7 5 5 7 5|1

Calculamos el rango de las matrices mediante deter-
minantes y observamos que rang(A) =rang(A’) =2 que
es menor que el numero de incégnitas, de mane-
ra que el sistema es compatible e indeterminado.
Calculamos la solucién mediante el método de Cra-
mer, y obtenemos que:

:——t; =—-— =t
X 3 y 3 z

14.

d) Las matrices asociadas al sistema son:

1 1 -1 1 1 -1|-2
A=12 -1 3] A'=|2 -1 -3|-3
1 -2 -2 1 -2 =210

Calculamos el rango de las matrices mediante de-
terminantes y observamos que rang(A) = 2 =
rang(A’) = 3. Por lo tanto, el sistema es incompa-
tible y no tiene solucion.

e) Las matrices asociadas al sistema son:

2 -1 1 2 -1 1
A=|3 -1 1| A’=|3 -1 1|1
1 31 1 31

Calculamos el rango de las matrices mediante deter-
minantes y observamos que rang(A) =rang(A’) =3y
coincide con el numero de incégnitas, de manera
que el sistema es compatible y determinado. Cal-
culamos la solucién mediante el método de Cra-

1 7

mer, y obtenemos que x=-1,y=——,z="1.

2 2

La matriz A asociada al sistema y su ampliada A’ seran:

1 1 k 1 1 k|k
A=k k 1 A=k k 1|1
1 k 1 1 k 1]k

El determinante de la matriz A es:

11 k

[Al=|k k 1|=k+k’+1-k*-k-k=
1 k1

=K -k —k+1=(k-D*k+1)

Sik=1, el rango de Ay A’ es 1,y por lo tanto el siste-
ma es, evidentemente compatible indeterminado, pues
se reduce a una tnica ecuacion.

Sik=-1, el rango de Ay A" es 2, y por lo tanto el sis-
tema es también compatible indeterminado.

Sik#1yk#-1, el sistema es compatible determinado
segun el teorema de Rouché-Frobenius porque el ran-
go de Ay A’ es 3, que es el nimero de incognitas. Lo
resolvemos mediante la regla de Cramer:

11 k
As=|k k 1|=K+1+k -k -k-k*=
1 k k

=k -k —k+1=k-1D3k+1



1 k k
Ap=|k 1 1|=1+K+k-k-k-k*=
1 k1
k

=K +k+kK -k -kP-1=

—1=—(k-1*k+1)

Por lo tanto:

_A (k= DP(k+1)
Al k-1D*K+1)
=ﬁ=(1<—1)2(1<+1)=1
Al k-D*k+1)

A _k-DMkD
Al (k-D*k+1)

=-1->x=-1

Por lo tanto, cualquiera que sea el valor de k, distinto
de 1yde -1, ésta es la solucion unica al sistema.

15. Podemos confeccionar un esquema de los datos del
problema en la siguiente tabla:

t inicial t=1ano t= 3 anos
EMP. N.° CONC. EMP. N.° CONC.
A X A X x—5
B y D w w—10
C z =50

Esta organizacion de los datos indicados en el proble-
ma nos permite plantear las ecuaciones que cumplen
las cantidades X, y, zy w:

z = b0
y+z=w
_2xp @
Y73
x—b+w-10=285
x+w =100
x +w =100
2x -3y =0
= =2x-3y=0
y+tz=w
y—w = =50
z =50

Resolvemos este ultimo sistema por Cramer:

100 0 1
0 -3 0
50 1 -1
X = T o0 1—=3O
2 3 0
0 1 -1
1 100
2 0 0
o —s0 1]
Y=o 10X
2 3 0
0 1 -1
1 0 100
2 -3 0
2 -3 0
0 1 -1

Por tanto, A ha gestionado 30 concesionarios; B, 20; C,
50y D, 70.

-

Recurso para la evaluacion
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Nombre:

Instructivo:

1. Pararealizar efectivamente la actividad propuesta a continuacién, el docente debe guiar
al estudiante en la tabulacion y diagramacién de cada una de las ecuaciones lineales,
de los sistemas correspondientes.

2. Usar diferentes colores para cada linea recta obtenida.

3. Una vez terminada la parte grafica, debe explicarle visualmente e interpretar las solucio-
nes de los sistemas de ecuaciones.

L2

& & &

L2 \

r 3
L
3
L
&
T

Trabajo inclusivo

http://goo.gl/RWrdAn

Unica solucién Sin scluclén Infinita solucién

Observacion.- Luego el profesor puede plantearle al estudiante, a manera de complemento
alguna situacion prdactica, en donde pueda aplicar sus conocimientos. Puede ser en una
relaciéon simple entre el crecimiento de una persona versus su edad, para que quede la se-
guridad de la inferpretacion adecuada acerca de la proporcionalidad. Con el objetivo de
garantizar la destreza minima que el estudiante deberia obtener en estos temas.

Resuelve grdficamente los siguientes sistemas y clasificalos segun sus soluciones:

1. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos segun sus soluciones:

a. 2x*-3y=1
s 3x+5y=0
g b. ~5X + 2y = 3
§ 5x -2y =8




------------------------------------------------------- SOLUCIONARIO

= Tl

4. a) Representamos graficamente las rectas a partir de los
puntos de paso:

® Recta 2x - 3y=1: x|=1]¢2
yl-1]1
® Recta 3x+5y=0: x|0]'5
0(-3

N 3 2x =3y =1

iN

Trabajo inclusivo

N

N\

3x+5y=0

w

Aunque el punto de corte no se aprecia de form:
exacta, estd claro que hay uno y es unico, luego s
trata de un sistema compatible determinado.

Representamos graficamente las rectas a partir de lo
puntos de paso:

® Recta—-Hbx +2y=3: x| -1]1
y|-1]4
® Rectabx —2y=8: x| 0]2
y|—-4]|1

N

—5x +2y =3
2 c
/ pel
[§)
3 S
°
o
(o}
/ - o
3
2
O
o
Se trata de dos rectas paralelas, lo que significa que 2
. . .. . . [e)
el sistema no tiene solucion; luego es un sistema in- 5

compatible.
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Matrices

Matriz de dimensiéon m x n: conjunto de m x n elementos dis-
puestos en m filas y n columnas. Se representa:

A = (@j)1<i<m,0bien, A=(g); a, elemento de lafilaiy la
dEjsw columna j
A=B & ag=b;, Vij
Matriz cuadrada: dimension n x n. Elementos a,;, a,,, ..., &,

diagonal principal.
Matriz fila o vector fila: dimensién 1 x n.
Matriz columna o vector columna: dimension m x 1.

Matriz diagonal: matriz cuadrada en la que todos los elemen-
tos situados fuera de la diagonal principal son 0.

Matriz escalonada: las filas nulas estan en la parte inferior de
la matriz; y en las filas no nulas, el primer elemento diferente de
cero de una fila esta situado més a la derecha que el primer ele-
mento diferente de cero de la fila inmediatamente superior.

Matriz identidad, I: matrizn xn | 3;=0, sii#],y =1, sii=j.
Matriz nula: a; =0, Vi, j.

Rango de una matriz A, rang (A): nimero de filas no nulas de
una matriz escalonada equivalente a A.

Dos matrices son equivalentes si una de ellas se obtiene a par-
tir de la otra mediante transformaciones elementales.
Suma: A, +B,,,=C,, conc;=a;+Db;
Producto por un namero real: k - A, =C_ conc,=K-a
p
Producto: A, -B,, = C, conc, = >.a; - by
j=1
Matriz inversa, A 7, de una matriz A: A- At=A1. A=|

Matriz traspuesta, A !, de una matriz A: la que se obtiene inter-
cambiando sus filas por sus columnas.

Determinantes

Determinante de una matriz cuadrada A, |A|, nimero asociado
a A, definido de la siguiente manera:

Determinantes de orden uno: |A| = |a,| = a,;

Determinantes de orden dos:

ay Ay
|Al= =818 —ap ay
a1 Axp

Determinantes de orden tres:

ap;; 8 3
[Al=|ay 8y @y |=ay 8y g5 + 8y 83y 83 +83; 8y Ay —

A3 8z Agz| — a3 8y 8z ~ Apz Agy 853~ 8g3 8y Ay
n

Determinante de orden n: |A|= Y, a;(-1*) M;, donde M,

ij»
j=1
(menor complementario de a;) es el determinante de la matriz
de orden n — 1 que se obtiene al suprimir la fila y la columna
correspondientes a a;.
Adj (A ) »
Al= M donde A; (adjunto del elemento a;) = (="' M;

[Al

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de ecuaciones lineales: conjunto de ecuaciones li-
neales que deben verificarse simultaneamente.

AMPLIACION DE CONTENIDOS
g EE

Sistema de m ecuaciones con n incognitas:
Ay Xy + Ay Xy + A X, = by
A X1+ 8mp Xo + .ot 8y Xy = by

Solucién: n-upla de nimeros reales, (s, S,, ..., S,), tal que ve-
rifican simultdneamente las ecuaciones.

Clasificacion de sistemas segun sus soluciones:

Incompatible (sin solucién)

& dible ( luci6n) <Determinado (solucién Unica)
ompatible (con solucién . o .
Indeterminado (infinitas soluciones)

Resolucion por el método de Gauss: se halla un sistema esca-
lonado equivalente al inicial y se resuelve mediante sustitucion
regresiva.

Notacion matricial de un sistema: A - X = B, donde A = (g,
X =(x), B = (b). Solucién: X =A™ - B

Teorema de Rouché-Frobenius:

rang (A) # rang (A’") < sistema incompatible

rang (A) =rang (A") = n & sistema compatible determinado
rang (A) = rang (A") < n & sistema compatible indeterminado

Regla de Cramer:

_ Ay A; determinante de la matriz obtenida al sustituir la columna
S = m de la matriz A correspondiente a la incgnita i-ésima, por
la columna de los términos independientes

Efectuar una deduccion

1.° Ordenamos las premisas y las
conectamos mediante conjun-
ciones. Aplicandoles las leyes
I6gicas, debemos obtener la
conclusién.

Si lo conseguimos, habremos
demostrado que el razona-
miento es formalmente valido.

2.° En lineas sucesivas coloca-
mos el resultado de ir aplican-
do las leyes légicas sobre las
premisas. Junto a cada linea
de la deduccién anotamos la
ley que se ha utilizado.

3.2 Al llegar a la conclusion del
razonamiento, la deduccion es-
tara completa.

Por ejemplo:

(p=-a)ApA@Vvnl=
(Modus ponens)
=[aN @V =
(Silogismo disyuntivo)

=TI




------------------------------- AMPLIACION DE CONTENIDOS
ey TEE

Mlgrunas rmahices eciban romoes sspecoles o8 ocusndo
COn S0 dirmerson o $Us alemenios

1 Teodsmoli: 1 Einrmplo

| Matriz cuadrada 7 e
| El i e fhas coincicde con e de *“x&_‘h 4
| columnos (dimensién n = n). Se ho- || 9 7~ g) | Mo cuadnckde orden 3
| | bla do male cuadrodia do oden n, |
I |ﬂt-ﬂhl‘r‘ﬂ"d'n$.="l‘r ,a_mfmnh:mﬂhmzuzv‘iw‘“mm
| disgond principal
Maliiz fia

Sodo thone una o (dimenslon 1 xn ) (210)Molrizfilo 1 =3

2
§ | Tornibatn 56 B boina vackor fla,
Metriz columna

2
.S-:Euk:n P LNa columing (dimension -1 ) Mtz cotimne 3 1

I
|
£

Imx 1}

| Matz cuadada en ik que fooos s

| slomertos situodos por debajo o s n ~2.
|mnﬂmpwm:-mﬂnhdmguﬂ ux

| principal son 0 “‘ﬁ"

T T Rt riaanguics infiorn
! Mohiz diogonal EH 0
| Moz cuodiodo en lo gue todos o

h#mm_

T - -\-\-\-\'

| slemertos stuadcs fusra de fa dic- 0 08

| genal procipal son

| Matiiz identidad -

* | Matiz diogonal en la que fodos los LE-._‘:'“%.,M 3

| slamantos situocdcs an o diagonal I= xh'“a:‘\

prircipal son 1. S0 simibcliza por la o 01

IH\!TCII |

| Todios sus skermenios son 0. ‘ o o 0 0
o o o o
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* Debatir en clase el fendmeno de
la caida libre de los cuerpos, cer-
ca de la superficie terrestre, para
poner en conftexto el concepto de
incrementos o variaciones de velo-
cidad, que luego serdn aplicados
en el dema de derivadas de fun-
ciones.

* Analizar un grafico en dénde se re-
lacione la velocidad versus el tiem-
po franscurrido en la caida de los
cuerpos.

* Reflexionar acerca de la importan-
cia de predecir eventos a partir de
funciones, como modelos mdatema-
ficos.

¢ |denfificar las relaciones entre las
variables tratadas.

CICLO DEL APRENDIZAJE

* Diferenciar los eventos constantes
de los eventos donde existan varia-
bilidades

* Comparar las definiciones de ve-
locidad constante y aceleracién,
compararla con graficos de otfras
funciones constantes y otra con
variaciones.

* Afravez de un grdfico la velocidad
en funcién del tiempo, de cuerpo
en caida libre.

* Reconocer los elementos (vario-
bles) involucradas en el grdfico y
Sus respectivas ecuaciones.

* Producir predicciones usando los
modelos matemdticos estudiados.




BANCO DE PREGUNTAS
T

Qué es una matriz?

Es un arreglo rectangular de numeros
reales dispuestos en filas y columnas

Cudles son los nombres de las matrices
mds usadas?

Cuadrada, fila, columna, triangular su-
perior, triangular inferior, diagonal, iden-
tidad, nula

Cudles son las operaciones bdsicas con
matrices?

Adicion, multiplicacién de una matriz por
un escalar, multiplicacion entre matrices

Cudl es la condicién necesaria para mul-
fiplicar matrices?

Que el numero de columnas de la prime-
ra matriz, sea igual al numero de filas de
la segunda matriz

Qué es una maitriz inversa?

Es una matriz, que al multiplicarla por otra
matriz, nos da como resulfado una matriz
identidad

Qué es una n-upla?

Todo conjunto ordenado de n nUmeros

Qué son sistemas de ecuaciones lineales
equivalentes?

Son sistemas que tienen las mismas so-
luciones

8.

10.

11,

12.

Qué es un sistema de inecuaciones lineo-
les con dos incégnitas?

Son conjuntos de inecuaciones lineales
con dos incognitas, que deben verificar-
se simultdneamente.

Quién publico el algoritmo Simplex?

George Dantzig

En qué consiste la programacién lineal?

Consiste en optimizar una funcién lineal,
denominada funcion obijetivo, sujeta a
una serie de restricciones expresadas
mediante inecuaciones lineales.

En programacién lineal, cudles son los
pasos analiticos para la resolucién de un
problema de dos variables?

* Resolver el sistema de inecuaciones
formado por las restricciones para ho-
llar la regidén factible.

* Obtener los vértices de la regién factible.

* Calcular el valor de la funcidn objeti-
vo en cada uno de los vértices para
determinar en cudl de ellos toma el
valor maximo o minimo.

Qué es la investigacién operativa, relacio-
nada con la programacién lineal?

En general, la programacion lineal se sitia
en el marco de la investigacién operati-
va, unconjunto de técnicas racionales de
andlisis y de resoluciéon de problemas, que
tiene por objetoayudar a los responsables
en las decisiones sobre asuntos en los que
inferviene un grannimero de variables.
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................ RECURSOS PROPIOS DEL AREA

g

La imagen como recurso diddctico

El uso de programas on-line para resolver sistemas de ecuaciones lineales, por medio de
matrices, es un recurso 6ptimo en tiempo, cuando el estudiante tenga bases en os con-
ceptos iniciales de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. A uno de estos progro-
mas se puede acceder, mediante el siguiente enlace: http://www.resolvermatrices.com/

El uso de la calculadora cientifica como TIC, también es un recurso que el estudiante
debe dominar.

El docente deberd plantear en algunas oportunidades, organizadores graficos, sobre
todo en el tipo de matrices y operaciones.

Como alternativa se puede usar el programa EXCEL, que brinda una muy buena operati-
vidad en algunos de los problemas que se plantean en el texto.

Recomendamos al docente revisar las aplicaciones del algebra lineal en la computo-
cion, para que el estudiante se motive para adquirir las destrezas deseadas.

AS v (=+MINVERSA{AL:C3))
5 1 o
1 5 1
0 1 5

0.20863565 -0.04347826 0.00863565
-0.04347826 0.2173913 -0.04347826
0.00B6I565 -0.04347826 0.20863565
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Para anticipar posibles dificul-
tfades en los confenidos de la
unidad, el profesor o profesora
puede utilizar las siguientes pro-
puestas: repasar los conceptos
y las y propiedades de la ecuo-
ciones lineales o fambién llamao-
das de primer grado.

Se recomienda que el profe-
sor o profesora resuelva varios
ejemplos en la pizarra y solucio-
ne todas las dudas de los estu-
diantes.

Es importante repasar los con-
ceptos de desigualdades nu-
méricas. “mayor que” y “menor
que”, asi como también la re-
presenfaciéon de conjunfos de
ndmeros reales por medio de in-
tervalos, utilizando la grafica de
una recta.

Propuestas:

Dedicar el tiempo suficiente a
explicar adecuadamente el
concepto de Matrices como re-
presenfacion abreviada de sis-
temas de ecuaciones lineales.

Preguntar a menudo a los esfu-
diantes si tienen dudas en el mo-
mento de explicar las diferentes
caracteristicas en los graficos
de las matrices estudiadas. Es
conveniente ejercitar las opera-
ciones con maitrices, para ad-
quirir las destrezas deseadas.
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Orientacién diddactica
* Este grdfico resulta de utilidad en la ope-
racion de multiplicacion de matrices:

Los resuttados en las posiciones marco-
das dependen de las filas y columnas de
Sus respectivos colores.
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. Solucionario
2.

Orientacién diddctica

Una forma alternativa de hallar la mao-
triz inversa, es el método de determi-
nantes, en el siguiente enlace puedes
observar la parte tedrica en la cual se
basa este método y un ejemplo.

Matriz inversa

Cdlculo de la matriz inversa usando de-
terminantes

Dada una matriz cuadrada A, se llo-
ma matriz adjunta de A, y se represen-
ta por Adj(A). a la matriz de los adjun-
tos, Adj(A) = (Aij).

Sitenemos una matriz tal que det(A) <>0,
se verifica:

-1 — 1 , . t
K=oy @)

Esto es facil probarlo puesto que sa-
bemos que la suma de los productos
de los elementos de una fila por sus
adjuntos es el valor del determinante,
y que la suma de los productos de 10s
elementos de una fila por los adjuntos
de otra fila diferente es 0 (esto seria el
desarrollo de un determinante que tie-
ne dos filas iguales por los adjuntos de
una de ellas).

Al final puedes obtener matrices inversas

on-line
http;//goo.gl/Bbyv86

3 2 1
2 3 0
’ 3 2
3
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Orientacién didactica

* El docente puede aprovechar la
exposicion de este fema, como
eje transversal, relaciondndolo
con la geometria en el espacio,
tratando a cada ecuacién lineal
de 3 incognitas, como un plano
en el espacio y visualizar las solu-
ciones como la intersecciéon de 3
planos.
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- Solucionario

1. Descriptivo, soluciones multiples

3.

(

462025 1245430 649165 564455
480550 1296088 675406 587024

-3 2 2 4
-3 -1 5 —5)
-1 -5 -1 -5
3 =2 -2 —4
3 1 -5 5 )
1 5 1 5

0 10 15 10
10 5 25 —20)
-20 -5 5 0
12 0 4 -8

20 8 0 4 )
—-12 16 8 20

0 -6 -9 -6
-6 -3 -15 12)

12 3 -3 0

5 %)

)
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i Solucionario
9. 1 0
. (0 1)

2 -1 1
b. 2 1
31 -3

10. Demostracion

N.c. (1,20

e. incompatible

13. 1600 tipo A, 1000 tipo B, 3000 fipo C
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. Solucionario

16.Gel: $1.4, Crema: $1.1,
Suavizante: $1.25

17.A = 60000, B = 20000, C=380000

18.  b.(-2-1)

19.

20. El méximo estd en el punto (4, 2) y
su valores 14

21. Segmento de extremos (0,5) y (5, 0)

22. Coste mdaximo: $140, 2 000A y 1 000
B; coste minimo: $40, 0A'y 1 000 B

23. 375 Gekkos y 250 Hayates
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Orientacién diddctica

* Para comprobar algunas soluciones de
sistemnas de ecuaciones con varias in-
cognita, el docente puede acceder a
la siguiente direcciéon web:

http://goo.gl/eHFovc

- Solucionario
—-13 30 14 19
1. AB=|-48 47 -5 -1
—-56 12
,No es posible,
91 —4
—132|,| —8 |,No esposible,
—-323 -31

(-18 7 -20 25),Noesposible

-26 -29

2.x=300,y =200,z =100
3.2A,1B,7C

4.$600 000 en Aureay $400 000 en
Argentia

5.a. No fiene solucién
b. x=2;y=2;z=-5
C. No Tlene solucion
d. X=- ==

}8

Z=0
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- Solucionario
1.

Demostracion

2.
a. x=4, max

Pagina 118 b. (0,6)

Un‘alto en el €amino ¢ X-2 L4
1 i X

T o o o s R RAR e, (sl (W A i

G | f 2
L!-I,I 3. y:—x2_3x+_
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7. f es continua por la derecha en
Xx=a
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.50 P 6l contro e la cara ABCD y R el centro del paraiel

do, tomamos AP como el vector =i yPR como el vector

Vectores
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entre vectores.

Visita:

& L corporenes i v3 = (14517
RS

T S I

g

i ottt
KDy B om0 e
q 5 8, gt e e et

s EITERSESICTY
o — (8001, y W inmamente dspendenes?
b o * wetgmct o od

Lt SRR
s m""""’f ,.“ T’lu )
Pt RTINS

Pty ko
A Tl Y T
ge D000 o = (0052 02,0

Soctdarn s s
Bistered e =541 0 e
2 s oo o s i

2. OPERACIONES CON VECTORES
conis g0 ks o f i e oo R

21, Adicién do vectores.

B dotrimos dosoporr © corgres a0 b vk

RECURSOS PARA FOMENTAR EL INGENIO EN EL AULA

. 5 7 00 manera e o rgen do
rics-tnetiied
* Temmosaveckrcuro s s s v axtomo | o

mﬁ_\@ //

+ Aaocit: (549 + =1+ G 43)
 Bormert nuts s vctor ik v et por 6.
Geidring

- Glamento cpust: Todo vecir § flne un semento
oo o o o vector da ks i ckoc y
e i, per o e ot

)= (i) 430

3 oo S s
ity ot eve s

0 igura 3 s, colosamas iy 5. conofgen

Y/ Para finalizar

o nénguo oy

ra que el origen de:

Producto veg
r

Producto punto

e llamaremos

£l conjunto de los vectores
libres del espacio, R, con o
operacién de la adicién es
un grupo conmutativo. Ade-
més, el

iguiente modo: por un nimero real cumple

Ias propiedades P., P, P,y P,

imos, enfonces, aue el
conjunto B es un espacio
vectorial sobre el cuerpo de

U ycuyoextremo  fos numeros recles,

viricas son A = (0 1 1 B = (245
=z, Holla 4 olumen stiendeo aLe

A= (1L DB= 0022210,
@unomoscuosemsno ci essaame {711

S o ol S

ros porpondicules o
et

© o componensn s oroncr
Ty

Otcmpmorui =029, Dssens @5 15
TR ek SN
T i e
axn:3 Rotcpaco s
o oxern) iy

T
“Tobalo perional

El
H
:
{
1
g
£

Los mateméticas escondidas fras el baién

EE—
quumagmammuu

Ty .




zar un objeto e el espacio, 6s ne-
un sitema de referencia.

De igual manera que con wel plano, los

vectores de fres dimensiones constiuyen un
fonar objetos en el espa-

Contenidos

1.1.  Equipolencia de vectores
1.2. Vectores libres

Adicion de vectores

1. Vectores

Multiplicacién por un ndmero reall

Tipos de megalitos

Operaciones con componentes :
Componentes de un vector determinado por dos puntos

Punto medio de un segmento

:5.1. Definicidon

Vectores 5.2. Propiedades del producto escalar
: 5. Producto escalar B N

(120-149) - 5.3. Expresion analitica del producto escalar
: : Aplicaci

Definicion
Propiedades
Expresion analitica
Aplicaciones

Definicion

Propiedades del producto mixto
Interpretacion geométrica
Expresién analitica

7. Producto mixto
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* O.M.5.4. Valorar el empleo de las TIC para realizar cdlculos y resolver, de manera ro-
zonada vy critica, problemas de la realidad nacional, argumentando la pertinencia
de los métodos utilizados y juzgando la validez de los resulfados.

Objetivos Integradores de subnivel

* Ol5.4. Reflexionar sobre los procesos de transformacioén social, los modelos eco-
némicos, la influencia de la diversidad de pensamiento, los aportes tecnoldgicos,
econdmicos y cientificos de diferentes culturas, y su impacto en el desarrollo de
un plan de vida basado en El respeto a la diversidad.

* O1.5.9. Asumir su responsabilidad en la construccién de una sociedad equitativa
a partir del reconocimiento de la igualdad natural de los seres humanos, del en-
fogue de derechos y de los mecanismos de participacién democrdatica.

Técnicas e instrumentos de evaluacién

* Comprobar el desarrollo de las destrezas necesarias para el manejo de vectores
en el plano y sus caracteristicas, graficacién, norma,

* Operaciones con vectores algebraicas, en forma graficay en

* Forma analitica, asi como para la resoluciéon de problemas de aplicacién. El es-
tudiante debe ser capaz de calcular el producto de un nimero por un vector, el
producto

« Escalar entre vectores, la orfogonalidad, la distancia entre dos puntos, el dngulo
entre dos vectores; determinar la posicidn relativa de dos rectas; describir la cir-
cunferencia, pardbola, elipse e hipérbola (tanto en su forma cartesiana como
en su forma paramétrica), y, en general, resolver aplicaciones geométricas de
vectores en R.




Indicadores para la evaluacion del criterio

* |IM.5.6.1. Grafica vectores en el plano; halla su mddulo y realiza opersuma, resta
y producto por un escalar; resuelve problemas aplicados a la Geometria y a la
Fisica. (1.2.)

* | M.5.6.2. Redliza operaciones en el espacio vectorial R; calcula la distre dos puntos,
el médulo y la direccidn de un vector; reconoce cuando dos vtores son ortogona-
les; y aplica este conocimiento en problemas fisicen las TIC. (1.3.)

* M.5.6.3. Determina la ecuacion de la recta de forma vectorial y paridentifica su
pendiente, la distancia a un punto y la posicién relarectas, la ecuacion de una rec-
ta bisectriz, sus aplicaciones reales, la vsus resultados y el aporte de las TIC. (1.3.)

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* 1.2. Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mun-
dial, reflexionamos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para

* Resolver problemas en forma colaborativa e inferdependiente aprovechando todos los
recursos e informacioén posibles.

* 1.3. Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en ofras, utilizamos
varios lenguajes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con

* Responsabilidad nuestros discursos.

Bdsicos imprescindibles
Bdsicos deseables

Bloques
curriculares

: Destrezas con criterio de desempeno

Realizar las operaciones de adicién entre elementos de R y de producto por un ndmero :
: escalar de manera geométrica y analitica aplicando Propiedades de los nimeros reales y :
i reconocer a los vectores como elementos geométricos de R33 :

¢ Caleular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar dis-
: fancia entfre dos puntos Ay Ben R como la norma del vector AB . :

Escribir y reconocer la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de :
la recta y un3 vector direccién o a partir de dos puntos de la recta y graficarlas en R Determi-

Vectores - nar la ecuacion vectorial de un plano a partir de un punto del plano y dos vectores direccion:;
a partird de tres puntos del plano; a partir de una recta contenida en el plano y un punfo.

: Deferminar la ecuacién de la recta formada como interseccién de dos planos como solucién
i del sistema de ecuaciones planteado por las ecuaciones de los planos. :

Determinar si dos planos son paralelos (cuando no hay solucién) o perpendiculares (si los :
vectores normales a los planos son perpendiculares) para resolver aplicaciones geométricas :

Prohibida su reproducciéon
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Espacio R*:
Espacio-tiempo

El espacio-tiempo es el modelo matemdtico que combina el espacio y el tiempo en un Uni-
co continuo como dos conceptos inseparablemente relacionados. En este continuo espao-
cio-temporal se desarrollan todos los eventos fisicos del Universo, de acuerdo con la teoria
de la relatividad y otras teorias fisicas. La expresidon espacio-tiempo ha devenido de uso co-
rriente a partir de la teoria de la relatividad especial formulada por Einstein en 1905, siendo
esta concepcidén del espacio y el tiempo uno de los avances mds importantes del siglo XX
en el campo de la fisica.

De acuerdo a las teorias de la relatividad de Einstein, el tiempo no puede estar separado
de las tres dimensiones espaciales, sino que al igual que ellas, éste depende del estado
de movimiento del observador. En esencia, dos observadores medirdn tiempos diferentes
para el intervalo entre dos sucesos, la diferencia entre los fiempos medidos depende de la
velocidad relativa entre los observadores. Si ademds existe un campo gravitatorio también
dependerd la diferencia de infensidades de dicho campo gravitatorio para los dos obser-
vadores. El trabajo de Minkowski probd la utilidad de considerar el fiempo como una dimen-
sion geométrica mas.

La definicién de "espacio-tiempo" como un ente matemdtico Unico y continuo se puede
entender desde una perspectiva pseudo-euclidiana, la cual considera al Universo como
un "espacio de cuatro dimensiones" formado por fres dimensiones espaciales fisicas obser-
vables y por una "cuarta dimensién” temporal (mds exactamente una variedad lorentziana
de cuatro dimensiones). Un caso simple es el espacio-tiempo usado en relatividad especial,
donde al combinar espacio y tiempo en un espacio tetradimiensional, se obtiene el espa-
ciotiempo de Minkowski.

https://goo.gl/YKcNjc

Proyeccion en R® de un espacio en R™4 (Distorsién del Espacio-tiempo, causado por la masa de la tierra)
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La resolucion de problemas permite poner en practica
los conocimientos adquiridos en la materia de Mate-
maticas. Pero también es un fin en si misma, al permi-
tir afrontar y resolver multiples situaciones tanto de
otras materias (Fisica, Economia...) como de la reali-
dad cotidiana.

Cada problema puede considerarse un reto y un medio
eficaz para aprender a pensar. Las personas, dentro y
fuera del ambito escolar, utilizamos diversos procedi-
mientos para resolver los problemas. Existe, sin embar-
go, un método general de resolucion de problemas que
puede servirte de pauta para resolver otros muchos.
Sus fases son:

— Comprension del enunciado: nos aproximamos al
problema, identificamos todos sus términos, orga-
nizamos los datos que aparecen y dibujamos los
gue son susceptibles de representacion.

Planificacion de la resolucion: elaboramos conjetu-
ras y seleccionamos la estrategia de resolucion,
asi como las técnicas matematicas que vamos a
utilizar.

Ejecucion del plan de resolucion: realizamos lo
preparado en la fase anterior.

RESOLUCION GRAFICA

Muchas veces, la construccion de un grafico que
refleje las condiciones y los datos del enunciado
conduce directamente a la solucion del problema.

ENSAYO-ERROR

Esta estrategia consiste en experimentar con posi-
bles soluciones hasta dar con la correcta. Para ello,
seguimos estos pasos:

— Escogemos una posible solucion.

— Probamos si esta solucion satisface las condi-
ciones del problema.

— Modificamos la solucién escogida en funcion del
resultado obtenido y repetimos el proceso hasta
obtener la solucién correcta.

ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

— Reuvision del resultado y del proceso seguido: inter-
pretamos las posibles soluciones, contextualiza-
mos los resultados, reflexionamos sobre el proceso,
revisamos y/o modificamos el plan si es necesario,
y estudiamos otras posibles soluciones y planes al-
ternativos.

Ademas de la pauta general, ten en cuenta los si-
guientes consejos que te ayudaran a comprender el
enunciado:

¢ Léelo con atencion para evitar saltarte informacion y
observar posibles ambigiiedades.

e Repasa los conceptos matematicos que intervienen
en el enunciado.

e Apunta los datos de que dispones. Puede ser util
disponerlos en forma de tabla o elaborar un dibujo y
anotarlos en él.

¢ Analiza si existe informacion superflua. En caso afir-
mativo, eliminala.

A continuacion, te presentamos algunas de las
estrategias de resolucion de problemas  mas comu-
nes. En las paginas 316 a 320 de tu libro de 1.° de
Bachillerato tienes un ejemplo resuelto de cada una
de ellas.

RAZONAMIENTO INVERSO

Esta estrategia se aplica en la resolucion de proble-
mas en los que conocemos el resultado final y que-
remos determinar un valor inicial o una serie de
operaciones que nos conduzcan hasta él.

El método consiste en tomar el resultado como pun-
to de partida e ir retrocediendo hasta llegar a la
situacion inicial.

ORGANIZACION DE LA INFORMACION

En muchos problemas, la realizacion de un esque-
ma o tabla sobre los que disponer las condiciones y
los datos del enunciado puede abrirte el camino
para abordar su resolucion.
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Matrices

Matriz de dimensién m X n: conjunto de m x n elementos dis-
puestos en m filas y n columnas. Se representa:

m» 0 bien, A =(a); a; elemento de lafilaiy la
n

columna j
A=B & a=Db; Vij
Matriz cuadrada: dimension n x n. Elementos a,;, a,,, ..., @,
diagonal principal.
Matriz fila o vector fila: dimensién 1 x n.
Matriz columna o vector columna: dimension m x 1.

Matriz diagonal: matriz cuadrada en la que todos los elemen-
tos situados fuera de la diagonal principal son 0.

Matriz escalonada: las filas nulas estan en la parte inferior de
la matriz; y en las filas no nulas, el primer elemento diferente de
cero de una fila esta situado més a la derecha que el primer ele-
mento diferente de cero de la fila inmediatamente superior.

Matriz identidad, I: matrizn xn | 3;=0, sii#],y =1, sii=j.
Matriz nula: a; =0, Vi, j.

Rango de una matriz A, rang (A): nimero de filas no nulas de
una matriz escalonada equivalente a A.

Dos matrices son equivalentes si una de ellas se obtiene a par-
tir de la otra mediante transformaciones elementales.

Suma: A, +B,,,=C,,conc;=a;+bh;

Producto por un namero real: k - A, =C_ conc;=k- &
P

Producto: A, -B,, = Cp, conc, = >.a; - by

j=1
Matriz inversa, A %, de una matriz A: A- At=A1. A=|

Matriz traspuesta, A !, de una matriz A: la que se obtiene inter-
cambiando sus filas por sus columnas.

Determinantes

Determinante de una matriz cuadrada A, |A|, nimero asociado
a A, definido de la siguiente manera:

Determinantes de orden uno: |A| = |a,| = a,;

Determinantes de orden dos:

a3 3
|Al= =818 —ap an

ay 8y
Determinantes de orden tres:

a; 8 a3
[Al=|ay 8y @ |=ay 8y g5 + 8y 8gp g3 +83; 8y A —
A3 8z Agz| — i3 8y 8 ~ dpz Agp 853~ 8g3 App Ay
n

Determinante de orden n: |A|= 3 a;(-1)*) M;, donde M,

ijs

. j=1 . )
(menor complementario de a;) es el determinante de la matriz
de orden n — 1 que se obtiene al suprimir la fila y la columna

correspondientes a a;.
- N
A= % donde A; (adjunto del elemento a;) = (-1 M;

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de ecuaciones lineales: conjunto de ecuaciones li-
neales que deben verificarse simultaneamente.

Prohibida su reproduccion
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Sistema de m ecuaciones con n incégnitas:
A Xy +agp Xy .8, X, = by }

Ay Xq + 8o X+t 8 X, = by

Solucion: n-upla de nimeros reales, (s, S,, ...
rifican simultaneamente las ecuaciones.

,'s,), tal que ve-

Clasificacion de sistemas segun sus soluciones:

Incompatible (sin solucién)

. tible ( luci6n) <Determinado (solucién Unica)
ompatible (con solucién . L )
Indeterminado (infinitas soluciones)

Resolucion por el método de Gauss: se halla un sistema esca-
lonado equivalente al inicial y se resuelve mediante sustitucion
regresiva.

Notacion matricial de un sistema: A - X = B, donde A = (a),
X = (x), B = (b). Solucion: X =A™ - B

Teorema de Rouché-Frobenius:

rang (A) # rang (A’) < sistema incompatible

rang (A) =rang (A”) = n < sistema compatible determinado
rang (A) = rang (A") < n & sistema compatible indeterminado
Regla de Cramer:

_ Ay A; determinante de la matriz obtenida al sustituir la columna
S = [A] de la matriz A correspondiente a la incégnita i-ésima, por
la columna de los términos independientes

Geometria afin

Vector fijo de origen Ay extremo B, AB: par ordenado (A, B).

Vector libre: conjunto de vectores equipolentes a uno dado. Su
direccion, médulo y sentido son los de uno cualquiera de sus re-
presentantes.

Operaciones con vectores libres:

Seali=(Uy, Uy, U3) YV =(Vq, Vy, V3).
Adicién
U+V=(u;+Vy, Uy +V,, Ug +V3)
Multiplicacion por un nimero real

ki = (kuy, ku,, kug)

u es combinacion lineal de uy, U,,..., U, si 3 k;, ks,..., k, € R,
tales que: U=k, U;+k, U, +...+k, U,
n vectores son linealmente independientes  si ninguno de ellos

puede expresarse como combinacion lineal de los demas. En
caso contrario, son linealmente dependientes.

Rango de n vectores: maximo nimero de vectores linealmente
independientes del conjunto de n vectores.

Ecuaciones de larecta r (A; V):

Ecuacion vectorial: p=a+kv,k eR
X =a;+kv,
Ecuaciones paramétricas: y=a,+kv,
zZ=az+kvy
-a; y-a, z-aj
Vi Vo V3
Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C'z+D'=0

Ecuaciones continuas:

Ecuaciones implicitas:{




Ecuaciones del plano 7 (A; U, V):

Ecuacion vectorial: p=a+Au+pv; A, pneR

X=a;+AU +UVv,
Ecuaciones paramétricas: y=a; +Al; +UV, J

Z=az+AUg+UVy

Ecuacion general: AX+By+Cz+D=0

Posiciones relativas:

Sea M la matriz del sistema formado, en cada caso, por las
ecuaciones implicitas de las rectas y las ecuaciones generales
de los planos, y M’ la matriz ampliada correspondiente.

Posicién relativa de dos rectas, r (A; V) y r’ (A", V'):

Coincidentes Paralelas Se cortan Se cruzan
rang (M) =2 rang (M) = 2 rang (M) =3 rang (M) =3
rang (M") =2 rang (M")=3 | rang (M) =3 rang (M) =4
v=kV v=kV vV£kV’ V£kV’
VPer,Per |VPer, Per ||y,v/, [AA’]|=0||V,V’, [AA’]|£0

Posicion relativa de dos planos, © (A; U, V)y o’ (A% U’, V'):

- rang (M) = 1 A B C D
Coincidentes —=—=—==
rang (M) = 1 A" B C D
rang (M) =1 A B
Paralelos vl —=—=——
rang (M) = 2 A" B
rang (M) = 2 A B A C
Secantes S —0— % —0—#—
rang M) =2 | A

Ecuaciéon de un haz de planos secantes:
n:on+PBn,o Be R (siendor=nNn)
Ecuacion de un haz de planos paralelos:

Ax+By+Cz+K=0,Ke R

Posicion relativa de recta y plano, r (A; V) y © (A’ U’,V'):

r contenidaen &t ry « paralelos ry © secantes
rang (M) =2 rang (M) =2 rang (M) =3
rang (M") =2 rang (M") =3 rang (M) =3

V=k U+k, V
VPer,Pen

V=k U+k, V
VPer,Pegn

Uk, 0 +k, V/
|V, G, V|0

Geometria métrica

Producto escalar, G-v:

|d] |V|cos (ﬁ) si Uy V son no nulos
i-v= ’

0 siu oV es el vector nulo
ULVelu-v=0;|u=vu-v

|d - V| = |t [ProygV| = | V] [Proys Ul

Siti=(uy, Uy, Uz) yV=(vy, V,, V3) en una base ortonormal:

U-V=U, Vi+U, V, +Ug Vg

|G| = u? +uy? +us?

U; Vi +U, V, Uz Vg

cos (ﬁ) =

2 2 2 2 2 2
\/ul +U," +Uy \/vl +V," 4V,
Producto vectorial, UXV:
e Si U y V son no nulos:
— Médulo: | U x V|=|U]||V|sen (U, V).
— Direccion: simultaneamente perpendicular a las de Uy V.

— Sentido: el de avance de un sacacorchos que gira de U
hacia V recorriendo el &ngulo mas pequefio.

e Sili=00V=0:lUxV=0

El médulo del producto vectorial de U y v coincide con el area
del paralelogramo construido sobre ellos.

Producto mixto, [u,V,w]:

[0, v, W] =t - (VxW) =, v, W]

El valor absoluto del producto mixto de U, V'y W coincide con el
volumen del paralelepipedo construido sobre ellos.
Angulos entre elementos del espacio:
Entre dos rectas, r(A; )y r'(B; v):

u-v

a:arccosla 4' ae[o,ﬁ}
[af v
rlseu-v=0

Entre dos planos n (A;U,V): AX+By+Cz+D y n’ (B; U’, V).
A’x+B’y+C’z+D’, con vectores normales i y i’:

odo]

I
nlneR A =0e AA +BB +CC’ =0

Distancias entre elementos del espacio:
Entre dos puntos, A = (a,, a,, a;) y B = (b;, b,, by).

d (A, B)= (b, - a,)° + (b, —8,)% +(by —a,)?

Del punto P = (p;, p,, p3) alarectar (Q; v).

a P, =111
V]
Del punto P = (p;, p,, p3) @ planon: Ax+By+Cz+D=0

Ap, +Bp, +Cp; +D
d(P,n):l Py 2 2 _ 32 |
\/A +B“+C

Entre dos rectas, r (A; V) y r’ (A’ V').

4 1y~ AL ¥ 1)
[vxv’|
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Cdlculo de la distancia entre el receptor y los satélites.

Como se explicé anferiormente, con la aplicaciéon del principio matemdatico de la

friangulacion podemos conocer el punto o lugar donde nos encontramos situa-
dos, e incluso rastrear y ubicar el origen de una transmisién por ondas de radio. El
sisterna GPS utiliza el mismo principio, pero en lugar de emplear circulos o lineas
rectas crea esferas virfuales o imaginarias para lograr el mismo objetivo.

Desde el mismo momento que el receptor GPS detecta una senal de radiofrecuen-

cia fransmitida por un satélite desde su orbita, se genera una esfera virtual o
imaginaria que envuelve al satélite. El propio satélite actuard como centro de la
esfera cuya superficie se extenderd hasta el punto o lugar donde se encuentre
situada la antena del receptor; por tanto, el radio de la esfera serd igual a la
distancia que separa al satélite del receptor. A partir de ese instante el receptor
GPS medird las distancias que lo separan como minimo de dos satélites mds.
Para ello tendrd que calcular el tiempo que demora cada sefal en viagjar desde
los satélites hasta el punto donde éste se encuentra situado y realizar los corres-

pondientes cdlculos matemdticos.
http://goo.gl/jbvwE
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Vectores en el espacio

Halla los parametros a y b para que el vector
U = (a b, 1) sea ortogonal a Vv = (3, 1, -1) y
W= (-3, 2, 2).

Halla el pardmetro A para que los vectores
U=(3,205),V=(24T7yw=(1 -3, A) sean
linealmente independientes.

Expresa el vector X= (2, -5, 5) como combinacién
lineal de los vectores del ejercicio anterior, U, V' y
w, siendo A = 3.

Comprueba que los vectores U = (-1, 1, -1),
Vv=(,-11yw=(l,1, -1) forman una base
ortogonal de R3.

— Determina las coordenadas del vector
X = (2, 4, -2) en dicha base.

Las componentes de U, V y W en una cierta base
sonl =(3,-1,2),V=(1205yw=(3,1,4).
Halla las componentes de los siguientes vectores
en esta misma base:

AX=30+20-Ww ¢)Z-=

Se considera el segmento AB de extremos
A= (3,2,1)y B=(-2, -1, 2). Halla las coordena-
das del punto M sobre el segmento AB de modo

que AM = %AB.

Sobre una recta se consideran los puntos
A=(2,-1,2)y B=(2, 2, 1). Halla el punto M tal
que 3AM + 2BM = 0.

Halla las coordenadas de los puntos My N que
dividen el segmento de extremos A= (1, 2, 1) y
B = (3, 6, 4) en tres partes iguales.

Halla las coordenadas del punto simétrico a
A= (5, 3, 2) respecto del punto H= (2, 7, 5).

Calcula m y n para que se cumpla la ecuacion
W = mvV + nu siendo U = (-1, 2, 4),V = (1, 0, -2)
yw=(3,4,-2).

Halla el producto escalar de las siguientes parejas
de vectores:

a)(-1,3,5y (2,7 -3)
b)(2,3,2)y (6,1, 3)
c)(-3,0,6)y (8,2, 6)

Calcula los angulos del triangulo formado por los
puntos A=(3,0,2), B=(4,5,7)y C=(-1, -2, 3).

Halla un vector perpendicular a:

a)ii =(1,0,6) b)V=(34,0)

Halla un vector w perpendicular a v = (1, 0, 2),
que forme un é&ngulo de 45° con el vector
U = (-2, 3, 0) y cuyo médulo sea 3.

Dados los vectores U = (-2, 1, 4),V = (0,5, 4) y
w = (1, 5, -2), calcula:

avxiu c)vV xXw
b) i x w d) i x (Vxw)

Halla un vector perpendicular a U = (3, 1, -5) y
V=(224).

Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas
son los vectores U = (1, 2, 0), V = (3, -2, 5) y
w=(1, 1, 2).

Calcula el valor de m para que el volumen
del paralelepipedo formado por los vectores
U=(1,2,3),v=(m -5 1)y w=(-4, 2, 0) seaigual
al7 .

Determina la independencia lineal de los siguien-
tes grupos de vectores:

a)(1,0,2),(3,2,5y (-2 4, -3)
b)(-3,2,5),(0,3,-1)y (4, 1,-2)

Discute en funcion de los valores del parame-
tro m, la independencia lineal de los vectores
(-1, m, m), (m, =1, m) y (m, m, -1). En caso de
que los vectores sean dependientes, da la relacion
de dependencia.

Determina si los vectores U = (1, 2, 1),V = (2, 1, 2)
y W = (1, -1, 1) son linealmente dependientes.

— Expresa uno de ellos como combinacion lineal
de los otros.

s\
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SOLUCIONARIO

Que el vector 1 sea ortogonal a los vectores v y W, im-
plica que el producto escalar de los vectores es nulo:

u-v=0; 3a+b-1=0
i-w=0; -3a+2b+2=0
Aislando los parametros del sistema de ecuaciones ob-

tenido, hallamos que a = —% yb=— l

3

Si tres vectores son linealmente dependientes, el de-
terminante formado por los tres ha de ser nulo.

3 2 5 ;
9 4 7 =8x+27=o;x=-%
1 -3 A

27 . .
Luego, para A # -y los vectores son linealmente in-

dependientes.

Sir=3, W= (1,-3,3)

Para que el vector X sea combinacién lineal de los otros
tres vectores debe cumplirse la siguiente igualdad:

a(3,2,5)+b(2,4,7) +c(1,-3,3) =(2,-5,5)

Con lo que obtenemos el sistema de ecuaciones:

3a+2b+c=2
2a+4b-3c=-H
5a+7b+3c=5

Resolvemos el sistema y obtenemos:

11 7 83
a=—; =——; C=—
51 51 51
R . 7. 83._
Luego X = —U—-—V+—W
51 51 51

Si los tres vectores forman una base, deben ser lineal-
mente independientes:

-1 1 -1
1 -1 1 |=-4# 0 porlo tanto forman una base
1 1 -1
ortogonal.

Para expresar el vector en la base se debe cumplir la
igualdad

a(-1,1,-1)+b(1,-1,1) +c(1,1,-1) = (2, 4,-2)
Con lo que obtenemos el sistema de ecuaciones:

—-a+b+c=2
a-b+c=4
—a+b-c=-2

Resolvemos el sistema y hallamos: a=0; b=-1yc=3.

Luego X = —V+3Ww.

Operamos componente a componente:
a) X=3-3,-1L,2)+2(-1 2, 5)-(3,1,4) =
=(9,-3,6)+(-2,4,100-(3,1,4) = (4, 0,12)

b) y=-4(3,-1,2)+ g(—l, 2,5)+(3,1,4) =

3 15
=(-12,4,-8 +(——,3, —)+ 3,1, 4) =
( ) PER ( )

=(—12—%+3,4+3+L—8+%+4)=

) 7= l(?), -1, 2)—%(2(—1, 2,5)-5(3,1,4)) =

5
3 12] 1

=2, -2, 2 |- = ((-2,4,10)- (15, 5, 20)) =
(5 551 ((-2 )= ( 20))
5 5°5) 4

_[§ 1 EJ (Hl&J_

“\5° 575 47474 )

_[12+s5 -4+5 s+5o)_(g 1 g)

20 7 20 7 20 20° 207 20

d) a= 2-(%(3, -1,2)+(3,1, 4))— E(—L 2,5)-(3, -1, 2)} =

_o. (1oL 2 -2 A0 s e
=2 [(1 3,3)+(3,1,4)) [( 3,3,3]+(3,1, 2))

AB = (-5,-3,1)
El punto M tiene las coordenadas (X, y, z).

AM = (x -3,y -2,z 1)
o 2
Si AM = EAB entonces

(x=3,y-2,2-1) = %(—5, 3,1)

Igualando componentes, obtenemos que x=1;y=

>

(S

= —.

5

Sea el punto M de coordenadas (X, y, z). Imponiendo
la condicién del enunciado obtenemos la igualdad:

3(x-2,y+1,2-2) +2(x-2,y-2, z—1) =0

Igualando componentes, obtenemos x = 2; y = %;

7=

g.



8.

10.

11.

12.

SeaM = (x,y,z) yN=(x,y, 7). La condicién del enun-
ciado se expresa matematicamente de la siguiente ma-
nera:

AM = —AB

AN = ZAB

QOIN o | =

Obtenemos las siguientes igualdades:

1
(x-1,y-2,z-1) = g (2,4, 3)

(X—1,y=2, 7~ 1)= % (2, 4,3)

Igualando componentes tenemos:

Sean las coordenadas de A’ = (x, y, z). Si A” es simétri-
co de A respecto a H, entonces se cumple que:

1
AA'=§AH, por lo que tenemos la igualdad

(x—5,y—3,z—2)=% (-3,4,3).
7

Obtenemos x = —;y=5;z= —.

2 2
:
5 )
Tenemos la igualdad
m(1,0,-2) +n(-1,2,4) =(3,4-2).

El punto A’ = (g, 5,

Obtenemos el sistema:

m-n=3
2n =4
-2m+4n = -2

Resolvemos el sistema y obtenemos m =5y n = 2.

Aplicamos la férmula del producto escalar:

a) (-1,3,5)-(2,7,-3)=(-1)-2+3-7+5(-3) =4
b) (2,3,2)-(6,1,3)=6-2+1-3+3-2=21

¢) (=3,0,6)-(8,2,6)=(=3)-8+0-2+6-6=12

Escribimos los vectores que definen los lados del trian-
gulo:

AB = (1,5,5); AC = (~4,-2,1) y

BC = (-5, 7,-4)

Aplicamos la expresion que permite obtener el cose-
no del angulo entre dos vectores.

| _AB-AC

Iy p—E 105,97°
| 48| Ac

o = cos

13.

14.

15.

16.

B= cos’lﬂ = 27,67°
[ [Jc]

Y= cost BEAC 46 360
|BC|ac]

El vector que buscamos tiene como componentes
X = (X, Y, z). Impondremos que el producto escalar de
los vectores sea nulo.

a) i=(0,6)

Al efectuar el producto escalar U - X obtenemos la
ecuacion x + 6z = 0.

De donde, x =—6z. Luego, cualquier vector con la
expresion (=6z,y, z) es perpendicular a u.

b) V=(-34,0)

Al efectuar el producto escalar V- X obtenemos
la ecuacion —-3x + 4y =0.

3 .
De donde, y= TX Luego, cualquier vector con la

. 3x . -
expresion (X, VR z) es perpendicular a V.

El vector W = (X, y, z), si es perpendicular a V, verifica

W -V = 0. Esta condicién nos da la ecuacion x + 2z =0.

Si el modulo del vector es 3, la ecuacion resultante es
\/x2+y2+22 =3.

Si el angulo que forma con U es de 45°, de la expre-
sion del coseno de un angulo entre dos vectores ob-
tenemos la ecuacion x + 2y = 7,64.

Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones obtene-
mos dos vectores:

w; =(0,6,2,95,-0,3) y W, =(-3,2,-0,41,1,6)

Para hallar los productos vectoriales construiremos los
determinantes:

i j k
ixb= a; Ay, ag

b, b, by

a) Vxi=(16,-8,10)

b) Tixw=(-220,-11)

d) ux(Vxw)=(-21,-130,22)

Para hallar un vector perpendicular a los dos que nos
da el enunciado, calculamos el producto vectorial de
los dos vectores.

VX =(-14, -22, 4)

S
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17.

18.

19.

Para hallar el volumen calculamos el producto mixto
de los tres vectores:

1 20
[4,v,w]=[3 -2 5 |=11u’
1 1 2

El volumen del paralelepipedo determinado por tres
vectores coincide con el valor absoluto de su produc-
to mixto:

1 2 3
[@,V,%]={m -5 1|=|6m-70|=17
-4 2 0
Asi pues:
53

6m-70=-17=m= o

6m-70=17=m= %7

Sabemos que si tres vectores son linealmente depen-
dientes, el valor del producto mixto de los tres es 0.
Para saber si los grupos siguientes son linealmente de-
pendientes, calculamos el producto mixto.

a) (1,0,2),(3,2,5)y (-2, 4,-3)

1 0 2
3 2 b5|=6#0
-2 4 -3

Los vectores son linealmente independientes.

b) (=3,2,5),(0,38,-1)y (4, 1,-2)

-3 2 5
0 3 -1|=-53%#0
4 1 -2

Los vectores son linealmente independientes.

Independencia lineal

20. Calculamos el producto mixto e igualamos el resulta-

21.

doao.
-1 m m
m -1 m|=2m*+3m?>-1=0

m m -1

Para m = -1 los vectores son linealmente dependien-
tes. La relacion de dependencia entre ellos es que los
tres son el mismo vector (-1, -1, —1).

Para m # — 1 los vectores son linealmente indepen-
dientes.

De acuerdo con el procedimiento estandar para de-
terminar la dependencia o independencia lineal de un
conjunto de vectores, consideremos la ecuacion vec-
torial:

ati+bv+cw =0
Sustituyendo los vectores por sus componentes y ope-
rando:
0,0,0)=a (1,2,)+ b (2,1,2) + ¢ (1,-1,1) =
= (a,2a,a) + (2b,b,2b) + (c,—c, c) =
=(a+ 2b+ ¢,2a+ b—-c,a+ 2b+ ¢)

Igualando componente a componente:

0=a+2b+c a=A
0=2a+b-c; = b=-A
0=a+2b+c c=A

Como hay soluciones no triviales, concluimos que los
vectores U, V, W son linealmente dependientes.

Considerando la solucion particular correspondiente
aA=1, obtenemos:

li+-Dv+lw=0=>t0=v-w

Hemos expresado U como combinacién lineal de V y w.

Se dice que un conjunto de vectores v, .., v, de un espacio vectorial V es linealmen-
te dependiente si hay escalares c,, .., C, No fodos creo, fales que

+..+ =
C,V, t.tC V. 0




1. Realizar el siguiente ejercicio haciendo una maqueta, en un sistema de referencia cartesiano, medir los

dngulos de los respectivos vértices y luego junto con el profesor, hacer la verificaciéon analitica.

Calcula los dngulos del tridngulo formado por los puntos A=(3,0,2),B=(4,5,7)y C =(-1,-2,-3)

AZ

— SOLUCIONARIO

Escribimos los vectores que definen los lados del tridngulo:
AB = (1,5,5); AC=(-4,-21) y
BC = (-5, 7,— 4)
Aplicamos la expresidon que permite obtener el coseno del dngulo entre dos vectores.

, AB-AC

o =CcoS T—F— = 105,970
| 48| Ac

B= cos_lﬂ = 27,67°
s

Y= cos 1 BEAC 46 360
|Bcl[ac]
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CICLO DEL APRENDIZAJE

* Debatir la necesidad que tienen los
ingenieros aeroespaciales, en saber
la posicionde un satélite en el espa-
Cio en un tiempo determinado.

* Reflexionar acerca de la impor-
fancia de estos conocimientos en
las apps actuales como TIC que
usan para su funcionamiento el

Tambien existe una necesidad de sistema GPS

todos nosotros de ubicarnos, por
ejemplo en algun sitio de una ciu-
dad y para ello usamos un sistema
GPS (sistema de posicionamiento
global), este sistema funciona trian-
gulando posiciones entre satélites.

* |dentificar las operaciones que se
pueden readlizar con vectores en
espacios tridimensionales.

De esta forma cuando usamos por
ejemplo Google maps, estamos
usando parte del compendio de
esta unidad.

» Diferenciar los conceptos de magnitud escalar y magnitud vectorial.

* Comparar las definiciones de espacio bidimensional y espacio fridimensional

I
1
1
1
I
I
1
{

« Usar un sistfema de referenciatridimensional para ubicar una particula en el espacio.

* Usar el producto escalar y el producto vectorial en la resolucidon de problemas fisi-
C0os, como |os planteados en el texto

* Reconocer los procesos en las operaciones con vectores tridimensionales

Prohibida su reproducciéon
®

* Producir predicciones usando los modelos matemdticos estudiados.
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BANCO DE PREGUNTAS
.

1. Cudndo dos vectores fijos son equipolentes?

Si tienen la misma direccién, el missno mddulo y el mismo sentido

2. Cudl es el resultado de multiplicar un vector por el escalar (-1)?

Un vector de la misma direccidon y de sentido contrario

3. Cual es el resultado de efectuar el producto cruz entre dos vectores?

Otro vector perpendicular a los otros dos

4. Qué podemos concluir, si al efectuar el producto escalar entre dos vectores, su resulfado
es cero?

Que los vectores son perpendiculares entre si

5. Qué es un vector unitario?

Es un vector con mdédulo uno

6. Cudl es el resultado de dividir dos vectores?

No estd definida esta operacion

7. El resultado del producto escalar entre dos vectores, da como resulfado otfro vector o un
escalar?

Un escalar

8. Eltrabajo mecdnico en fisica, estd definido mediante un producto escalar o mediante un
producto cruz entre vectores?

Mediante un producto escalar, entre el vector fuerza y el vector desplazamiento

9. Los vectores unitarios orftonormales: ij.k , a qué ejes pertenecen?
Al gje x: i
Al ejevy:]j
Al eje z: k

10.Como se define en fisica la fuerza magnética, vectorialmente?

Prohibida su reproducciéon

Como el producto cruz entre el vector velocidad de una carga y el vector de la intensi-
dad del campo magnético, multiplicado luego por el escalar de carga.
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Se recomienda al docente que junto con sus alumnos realice modelos en fres dimensiones
(maguetas) con materiales como madera, pldstico u otros materiales reciclables, de los ejes
de coordenadas ortogonales para poder visualizar mejor a los vectores en este espacio.

En el recurso TIC, en este texto, el profesor podrd encontrar accesos web, para ampliar sus
conocimientos y explorar el uso de calculadoras vectoriales.

El uso de grdficos detallados y bien elaborados en la pizarra, usando diferentes tipos de
marcadores de colores, es un recurso muy importante, pues se necesitan de trazos precisos.

Se puede utilizar proyectores para las exposiciones de graficos hechos en computadora,
para optfimizar el uso del fiempo dentro del aula.

El docente deberd usar talleres con dibujos predisefados, para facilitar al estudiante obte-
ner las destrezas necesarias en estos temas.

En la pdgina 144 del texto del estudiante, podrd acceder en el recurso TIC, a una plataforma
virtual, que le servird al docente calcular volimenes de paralelepipedos usando vectores.

En la pagina 145 se propone el uso del programa Derive para deferminar independencias
lineales entre vectores.

P(23,5)
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Pagina 120 y 121

CONTENIDOS:

1. Vectores 6. Producto vectorial
1. Equipolencia de vectores 61, Definicién
1.2. Vectores libres 62, Propiedades

2. Operaciones con vectores
21. Adicién de vectores 64.Aplicaciones
22.Multiplicacion por un nimero real Producto mixio
El espacio vectorial R*
Componentes
41. Operaciones con componentes 73, Inferpretacién geomética
42, Componentes de un vector deferminado por dos 74. Expresion analitica
puntos 75. Aplicaciones del producto mixto

63, Expresion analitica

43, Punto medio de un segmento
5. Producto escalar
5.1, Definicion
5.2.Propiedades del producto escalar
53, Expresion andiitica del producto escalar
5.4 Aplicaciones

Orientacién diddctica

En esta unidad encontrards una colec-
cién de ejercicios de repaso y refuerzo
de femas de grados anteriores, agrupa-
dos por blogues numéricos, que sirven
ademds para realizar la evaluacion
diagndstica que se recomienda en al
finalizar esta unidad.

El profesor puede sugerir la parficipo-
cion de estudiantes en el pizarron, si

- Actividades complementarias

Libro:

Planilandia:  Una novela de  muchas
dimensiones es una novela corfa escrita por
Edwin Abbott en 1884, En esta obra se realiza
una stira de la jerarquia social haclendo uso
de un mundo y figuras en dos dimensiones.
¢Conoces alguna ofra obra que se desarrolle
en dos dimensiones?

EN CONTEXTO:

Para localizar un objeto en el espacio, es ne-
cesario situarlo en un sistema de referencia

De igual manera que con wel plano, los
vectores de fres dimensiones constituyen un
recurso para posicionar objetos en el espa-
co.

Un satélite es cualquier objefo que orbita
alrededor de ofro, que se denomina prin-
cipal. Los safélifes artificiales son naves es-
paciales fabricadas en la Tierra y enviadas
en un vehiculo de lanzamiento, un fipo de
cohefe que envia una carga Gl al espa-
cio exterior. Los safélites artificiales pueden
orbitar alrededor de lunas, cometas, aste-
roides, planetas, estrellas o incluso galaxias,
Tras su vida i, los satélites arfificiales pue-
den quedar orbitando como basura espa-
cial. Estos arfefactos son muy diles para
el hombre modemo, son los protagonistas
principales de las comunicaciones en el
mundo; gracias a ellos, recibimos senales
de television, de radio y feléfono, o tenemos
informacién valiosa del clima, de nuestro
medio ambiente y del espacio

Salas, Leslie. (2011.10.25). Los satélites espaciales.
£l espacio sideral. Exfraido el 1 de sepfiembre
dle 2015 desde la pdgina web: htioy//lesliesalas
blogspot.com.

guiendo los procedimientos completos
de los ejercicios con mayor dificultad, y
de esta forma asegura conocimientos
previos y anticipa posibles dificultades
en los contenidos de la unidad.

Se sugiere también que el docente les
pida a los estudiantes que justifiquen
SuUs respuestas.

Un pintor ha obtenido el color que queria uno de sus clientes mezclando pequenos
frascos de 100 g de diferentes colores. La cantidad empleada ha sido la siguiente...
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' Solucionario

1. VECTORES

Son vectores fijos equipolentes los que tienen el mismo
modulo, direccion y sentido, luego:

AT?w, BC,A‘H—G > son equipolentes. E_,_‘H-I_sqon equipo-
lentes. CB, GF son equipolentes. AE, CG son equi-
polentes. AE no es equipolente a ningtin otro.

Un vector fijo es un par de puntos ordenado. Por tan-
to, tendremos tantos vectores fijos como pares ordena-
dos podamos formar con los cuatro vértices, que son va-
riaciones con repeticiéon de 4 elementos tomados de 2
en 2:

VR, ,=42=16

Vectores fijos equipolentes definen el mismo vector li-
bre, por lo que habra como mucho 16 vectores libres.

Por cada vector fijo que forma un lado del rectangulo,
hay uno equipolente que forma el lado opuesto;

8
luego debemos restar 3" 4 vectores.

Los vectores fijos que forman la diagonal no son equi-
polentes a ningun otro, luego cada uno da lugar a un
vector libre.

Los vectores fijos que forman los extremos son todos
equipolentes, luego debemos restar 4 — 1 = 3 vectores.

Tenemos, pues, 16 — 4 — 3 =9 vectores libres.

3. Los vectores fijos son los pares ordenados de puntos:

AB, DE; BA, ED;

2. OPERACIONES CON VECTORES
En el conjunto de vectores en el espacio, que llamaremos

IR?, definimos dos operaciones. El conjunto de los vectores
libres del espacio, RY, con la
operacion de la adicién es
un grupo conmutativo, Ade-
més, el producto de vectores
por un ndmero real cumple
Ias propiedades P,, P, P, y P,
Decimos, entonces, que el
conjunfo R* es un espacio
vectorial sobre el cuerpo de
Ios nimeros reales.

2.1. Adicién de vectores

Llamamos suma de los vectores i y v, y lo representamos
por i + v, al vector que obtenemos del siguiente modo:

« Tomamos los vectores ii y ¥ de manera que el origen de
¥ coincida con el extremo de .

« Trazamos el vector cuyo origen es el de Ui y cuyo extremo
eselde.

Propiedades
* Asociativa: (i +V) + W =i + (V +W )
* Conmutativa: G +V =V + i

<y
<4

« Elemento neutro: Es el vector nulo que representamos por 0.
i+0=0+i=4d
 Elemento opuesto: Todo vector i tiene un elemento
opuesto, -ii, que es el vector de la misma direccion y el
mismo médulo, pero de sentido opuesfo.
G+ () = (i) +i=0
La existencia de elemento opuesfo para la suma de vecto-
res permite resfar vectores. Asi, dados dos vectores, i y v,
para obtener i - v basta con construir el vector - y sumar-
selo a i, tal y como indicamos en la figura 2.

Observa en la figura 3 que, si colocamos i y v, con origen
comun y completamos un paralelogramo, obfenemos faci-  m fig.3
mente los vectores @ + ¥ v i - V. A este método para sumar
dos vectores lo conocemos como regla del paralelogramo.

3. Escribe 105 36 vectores €
fijos distintos que de-
ferminan los sels vértl-
ces del prisma friangu-
lar de la figura.
Cuénfos vectores I |
bres lo deferminan? ~ ©

4. ¢Cudntos vectores filos disfintos y cudntos vec- | z

W
1. En el cubo de la figura
10

ay
vectores fjos diferentes. ;
Agripalos en conjunfos | o
de vectores equipolentes.

5

2. 4Cudntos vectores filos distintos y cudntos vec-
fores llores determinan los cuafro vértices de.
un rectangulo?

tores lipres determinan los cuatro vértices de
un fetraedro?

g
Sl
=8l 9
]

AD, BE, CF; DA,

AE; EA; ﬁ); ﬁ;
AF; FA; CD; DC;

BF; FB; CE; EC.

Hemos agrupado los vectores fijos equipolentes al listar
los vectores fijos, por lo que tenemos 21 vectores libres
distintos.

Tenemos tantos vectores fijos como pares ordenados de
puntos, o sea:

VR, ,=42=16

o O

A® B




Ejemplo 2

a.Sea P el centro de la cara ABCD y R el centro del paralelepipe-

do.tomamos AP como el vector —-il y PR como elvector 57
Enfonces: i N
i+ 2 V=P PR=AR

Podemos comprobar que, si fomamos offos vectores para represen-

farii y V. el resuttado siempre es equipolente a AR. Asi, por ejemplo,

si'S es el punto medio de la arista CG y tomamos PC_ como represen-
fante de i y CS como represertante de -7 fenemos

Pero PS es equipolente o AR . Enfonces, vemos que el resuftado no
depende de los vectores representantes escogicos.

b.Sea P el centro de la cara ABCD y Q el centro de la cara EFGH,
g 1L
tomamos EQ_ como el vector i y QP como representane el
vector opuesto de V. con origen en el extremo de EQ . Enfonces:

S TAVBIEN

ito://g00 g/ 2ul8Sk

Hamilton, William Rowan
(1805 -1865).

Matemdtico rlandés, nacido
en Dublin en el ario 1805, Des-
cubrié y desarrollé la teoria
de los cuaterios. Fue un nifio
prodigio en muy diversas
dreas de las lefras y las cien-
clas. A muy femprana edad,
apenas habia cumplido los
frece afios, dominaba mas
de una docena de idiomas,
v varios afios antes habia
mostrado ya interés por la i
feratura matematica clésica,
por los estudios de Newton y.
Laplace, enfre ofros. Ingres
en el Tinity College de Du-
biin y obtuvo la calificacion
méxima en griego y en fisica
matematica

Un cuatemio es un nimero
de laforma ae + bi + ¢j + dk,
con abcd nameros reales
Los numeros complejos se
han consiruido a partir de un
espacio vectorial de dos d-
/ mensiones. Sin embargo, os
cuaternios pertenecen a un
espacio veciorial de cuatro
dimensiones reales.

5. En el prisma de la figura, i = [AB], ¥ = [AD] y % = [AE]. Halla en
forma grdfica:

o tw A o d+itEW
sl S 1a1 s
b. Vigw e u-ow h. FutvHw
1a1a 1.
c UtV foU+v- UtV
[ O

. Solucionario

2. OPERACIONES CON VECTORES LIBRES

5. a) Por laregla del paralelogramo:

i+ W = [AF]

S

b) Siles el punto medio del lado DH, DI es un re-

1 . e
presentante de 3 W con origen en el extremo AD,

representante de v.

—

Por tanto, Al es un representante de V+ —W:

nNo

¥+ —w = [AD] + [DI] = [AI]

N | —

<
N
=

>

¢) U+V+w=U+w+vVv=(U+wW)+V

AF es un representante de G+ Wy AB de v. Por
laregla del paralelogramo, AG es un representan-
te de la suma:

G+7+W=[AG]

Prohibida su reproducciéon




. Solucionario

Prohibida su reproduccién

4

4

9. a) 5i+67=5(20-1)+6(-3,1,2) =
=(5-25-0,5  (-1))+(6-(-3),6-1,62) =
= (10, 0, =5) + (~18, 6, 12) =

10 + (—18), 0 + 6, =5 + 12) = (-8, 6, 7)

b) G+V-w=(20-1)+(=3,1,2)— (4 -27) =
@+ (-3)—4,0+1-(-2),-1+2-7) =
= (-5, 3, —6)

) 24 -V +

QO | =

9(2,0, 1)~ (-3,1,2) + %(4, 9, 7)

(2:2,2:0,2-
1
3

-1))-(3,1,2)+

+

1 1
L (=2), =7 =
3 (2)3

(4,0,-2)-(-3,1,2) +

>

o |
[
wolro
[SCRIEN

4 9 7
4-(-3)+—,0-1-2,-2-2+-|=
9+3 5 2Ty

25 5 b

10. Debemos hallar tres nimeros reales a, b, ¢ tales que

S=atli+bvV+cw,

Tomando componentes:

(-2,-1,-2) =

=a(1,2,3)+b (-4,1,7) +c (0,-2,-5) =

=(a,2a, 3a) + (-4b,b, 7b) + (0, —2¢, -5c) =

=(a—4b,2a+b-2¢,3a+7b-5¢c) &
—2=a-4b

& —-1=2a+b-2c
—2=3a+7b-5c¢

<a=2,b=1c=3

La expresion de S como combinacion lineal de 4, v, w
ess=20+vVv+3w.

4.1. Operaciones con componentes

Veamos qué sucede con las componentes de los vectores
cuando los sumamos o multiplicamos por un escalar.

| Adicién

por un escalar

Los componentes de fos veciores i y ¥ en R®
sonii = (u,; u; uy) y V'= (v, v,; v,) respectiva-
mente.

Expresamos la suma de los vectores U + v
como la suma enfre cada componente:

U4 V= (u,+ v u,+ v, u,+v,)

Las componentes del vector u'en R? es
=(upuyu).

Expresamos la multiplicacion del vector u
por un escalar real k, ku :

ki = (ku,; ku,; ku,)

H Tabla 1

Los componentes delos vectores i y ¥ son = (215) y v (-1,0,
e

3) Hallemos las componentes de u +., Su y3u-4v

3. 30-4V= 3(21 5)-4(
340;15-12)=(10:3:3)

31:5)+ (-1,0;3) = 2+ (1; 1+0;5+3) = (1, 1;8)

0;3)= (5315)+(4u 12)=(6+4

5'\ [F 4.2. Combinacién lineal de vectores
“ Si combinamos las operaciones de adicién y multiplicacién
E por un nimero real, podemos expresar el vector u de la figu-
ra 4 de la siguiente manera:
. ; U=2X+2y + 12
< B Decimos entonces que el vector u es combinacién lineal
£ de los vectores %, 7 y 7.

y Dados t,, 1,, ., i, vectores cualesquiera de IRJ diremos
que el vedor u es combinacién lineal de i u, u uh si
existen k, k,, .., k. nimeros reales tales que:

= Fig. 11

=k, +ku,+.+ki,

7. Comprueba que, realizando una suma median-
te el método del paralelogramo, obtienes los mis-
mos resultados que en el ejemplo.

8 Seanii=(1,-1,2),V=(-1,3,-4),W=(52,-1)y
= (-6,3,-5). Encuentra los nimeros reales a, b y
ctal que s = ali + bV + cW.

9. Las componentes de i, ¥, # y § en una clerta
base de V, son: i = (1,2,3),V = (-4,1,7), %= (0,

-2,-5)y's = (-2,-1,-2). Expresa s como combina-

\.__ciénlineal de i, ¥

10.Las componentes de u, vy w en una cierta
base de R son = (2,0,-1), 7= (3,1,2)
y W = (4,-2,7). Halla, en esa misma base,
las componentes de:

a 5;+6;
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4.2. Componentes de un vector determinado por
dos puntos

Ahora veremos cémo determinar un vector ﬁ a partir de
las coordenadas de Py Q.

Observa la figura.
0F+PQ-0Q=p+PQ=3

PQ=d-p

SiP=(p, P, Py ¥ Q=(q, 9, g,) fenemos:
PQ=3-p=(a,a,a)- (0, p,P)

PQ= (4,-p,q,- P, A5 P;) X- Fig. 12.
4.3. Punto medio de un segmento
Consideremos un segmento en el espacio, de exiremos A = (a,a,a,) y B = (b,b,b,).
Si M = (m,, m,, m,) es su punto medio, se cumple que:
AB=2AM
si calculamos las componentes de AB'y AM , sustituimos en la igualdad anterior e igualamos

componentes, tenemos:
(b;-a, b,-a,b,-a)=2(m,-a,m,-a,m,-a,)
b;-a, =2(m,-a,)
b,-a,=2(m,-a,)
Si operamos y despejamos m,, m, y m,, obtenemos:
a,+b, _a,+b,

a,+b,
m=T3 ™= L)

Hallemos las coordenadas del punfo medio del segmento de exiremos A = (1,5,-3) y B= (1,3,-1). |
Aplicamos las formulas correspondientes y obfenemos: !

Ejlemplo 4

ol
=T

| 11.Dados los puntos A = (7, 2,-1) y B = (1, 6, -3), determina las componentes del vector AB.
|
| 12. Responde: (Cudl serd vector AB si i el punto C = (3,4, -5)?

-3) + (-1
fme St oy e DED

=2, por lo tanto M= (1,4, -2)

* Orientacidn diddctica

* Debemos tener encuentra que siem-
pre al restar dos vectores, la direccion
del vector diferencia, va en el sentido
del final del primer vector involucrado
en esa resta:

En la figura 12, el vector PQ, apunta
hacia el final del vector OQ |, por lo
tanto, el vector PQ es el resuttado de
restar al vector OQ el vector OP .

PG =08 -oF

. Solucionario

1. <-6,4,-2>
12. <-3,.8,-7>

N

Prohibida su reproducciéon
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Los componentes de i y ¥ son il = (2,2, 1) y ¥ =(-3, -4, 0). Calculemos:

' Orientacién didéctica

o
* JTomar en cuenta que fodo vector, 2 ERSEECT IR
. §_J Aplicamos la expresion analitica del producto escalar.
puede ser representado por la mulfi- 0Ty, gy =2 ()42 (4410 =16
plicacion entre su mdodulo y su vector O = R —VEE AT 72
T -7 i =V = VEE GO = VTS =5
unitario (V). o AN B@aosio
o= WUz U W VER 2 V(30 15
YARVARTY,
[ Hallemos un vector perpendicular a i = (2, -2, -1) y de médulo 1. ™
Pl Sea v = (a, b, ¢) un vector perpendicular a i. Debe cumplirse que:
s
EA V=0 (2-2-1) (abc)=0=2a-2b-c=0

Asi, cualquier tera de nimeros a, b, ¢ que cumpla la ecuacion 2a - 2b - ¢ = 0 es solucién a
nuestro problema. En particular, sic = 0y b = 1, tenemos:

2a-2-1-0=0ea=1

- - Enfonces v = (1,1,0) es un vector perpendicular a u,

Solucionario Galeulemos ol médulo do ¥
= VT T =T

i mutiplicamos el vector ¥ por =, obtendremos ofro vector i de su misma direccién y de

médulo 1. Asi, un vector perpendicular a u y de médulo 1 es:

0'=(%.é,o) =>V'=(g,g,0)

106

1a » . 8 < 5
El vector T uesun vector con la misma direccién y sentido que ui, con médulo 1. Liamamos
a este vector el vecfor unitario de .

a.
p. -31

13.5ean los vectores u = (1;-1; 7), v = (-2; 0; 5) y w = (3; -3; 2). Determina:

Prohibica sureproduccion

0
N

Q.20 (V+w) b (w-1) c(-v)- (a-w) d.|3u-2v|

Prohibida su reproduccién

4

4
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Fisica

En fisica es frecuente el uso de magnitudes vectoriales que determinamos mediante un mé-
dulo, una direccién y un sentido, como la velocidad, la aceleracion, la fuerza...

Existen también conceptos en cuya definicién inferviene el producto escalar. Asi, al frabajo, W,
realizado por una fuerza F ejercida sobre un objeto que se desplaza desde un punto A hasta
un punto B lo definimos como el producto escalar de la fuerza por el vector desplazamiento:

w=F-AB

Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (2, -1, 3) hasta un punto B = (4, 1, -2). Calculemos el frabajo

realizado por una fuerza F = (1,7,2) at
sados en el sistema infernacional).
Caleulamos el vector desplazamiento:

o
=
o
=
=

AB=(4-2; 1-(-1);2-3) = (2.2,-5)

Porfanto, el trabajo realizado es:

W=F-AB=(1,7,2)-(2,2,-5) =124 7-2 + 2:(-

(fodias las P

5)=6[J]

‘Observa: (cémo varia el trabajo que realiza una fuerza que actia sobre un cuerpo en fun-
cién del angulo a que forma dicha fuerza con la direccién del desplazamiento del cuerpo.

W= IF |- 1AB] cos & > 0

£l frabajo es positivo y se llama motor,
porque favorece el movimiento del cuer-
po. Cuando a = 0°, el frabajo toma su
valor méximo:

W =1F 1 1ABI cos 0°= IF | 1AB]

0° <a<90° «=90° 90° < a < 180°
Ef FI F
A——————————8 A———8 A—— B

W=IF 1Bl cos 90°=

= IFI-1ABI - 0°= 0
El frabajo es nulo. Una
fuerza  perpendicular
al desplazamiento no
realiza trabajo.

W= IF |- 1AB] cos & < 0

El frabajo es negativo y
se llama resistente, por-
que se opone al movi-
miento del cuerpo.

o Tabla 2.

del coseno.
B a'=b'+c-Zbceosa

14. Utz ef producto escalar para demostrar el feorema 15, Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (3; ;1)

hasta oo punfo B = (4; 1; 0). Halla o frabojo
realizado por unafuerza F = (8, 4,2) que se ejer-

ce sobre dicho cuerpo (en unidades Si).

Orientacién diddctica

Ofra aplicacién del producto escalar
es la usada en la llamada “geometria
no-euclidea” o también llamada Geo-
metria de Riemann, que sirvidé de base
matemdtica para que el Fisico Albert
Einstein postulase su Teoria General de
la Relatividad, en ddnde se usan los
Tensores métricos. Para que el docen-
te amplie su conocimiento, puede ac-
ceder al siguiente link, donde obtentrd
mds informacién sobre este tema.

* https://go0o.gl/QYWnb5c

. Solucionario

14, Demostrar

15. -2 Newtons

C
0
0
O
32
B
o
o}
o
>
>
o]
o
Q9
<
o
o
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o
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o
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o]
o
Q
e
o
o

Orientacién diddctica

* Existen ofras formas de resolver el detfer-
minante asociado al producto vectorial,
como el método diagonal duplicando
columnas o también se puede hacer du-
plicando filas

@ —i
e —4

K
4
2

©|

x

ol

1l
w N =
w N

j—
j—

=61 +12] +2Kk-47 -47 -9k =21 +87 -7k

Solucionario

16 + (216 8

9" 9’9
17. <-110, 130, 180 >

Aplicaciones en fisica
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Entre las muchas aplicaciones que el producto vectorial fiene en fisica, destacaremos las
siguientes:

Momento de una fuerza

Ejemplo

El momento de una fuerza F aplicada en
un punfo A, respecto a un punto 0, es el
vector M definido por

Calculemos el momento de la fuerza F = (4,2, 7) [N]
aplicada en el punto A = (2,-3, 1), respecto al punfo 0 =
.1,2) . Lo
Calculamos el vector OA y hallamos M= 0A x F :

M=0AxF Jay
0A=(2-1,-3-1,1-2)=(1,-4,-1)
Pjor
A M=(1 4 1
\/Fj 4 2 7
= fig. 20. Por fanto, M = (-30,-11, 14)
Momento cinético Elemplo

Dindmica

El momento cinético de ung, particula de
masa m con una velocidad v en un punta,
A, respecfo de un punto 0, es el vector L
definido por:

m(0AxV)

é\f/
W Fig. 2T

En cada instante t. una masa de 3 kg se encuentra en
el punfo A = (2t + 1,3t - 2,21) y fiene una velocidad
¥ = (2,3, 2). Hallemos el momento cinético respecto al
punto 0 =(1,1,1) .

Calculamos el vector OA , y hallamos [0A] x v

[0A] = (2t,3¢-3, 2t 1)

D TR
[m]xo{h 3t-3 21| -3i-2+ 6k
2

Asi,L=m ([0A] x¥#) =3 (-3,-2,6) = (-9,-6,18).

Fuerza magnética

Ejemplo

Electromagnetismo

Cuando una carga q, que se mueve o
velocidad ¥ . penetra en el inferior, de un
campo magnético de infensidad B, se ve
somefida @ una fuerza magnética F tal
que:

F=q@xB)
F(Sia@)
[

F(sia®)

W Fig. 22,

Halla [a fuerza que acttia sobre una carga de 3 C situada
en un campo magnético de infensidad B = (1, 2, -1) sl su
velocidad es v = (3,1,0).

Hallamos ¥ x B:

=43j+5k=>VxB=(1,35)

F=q@xB)=3-(-1,3,5)=(-3,915)

™ Tabla 3,

17. Determina la fuerza
sidad B=(1,5,-3

16. Halla un vector de médulo 2 perpendicular a = (8,1,0) y a ¥ = (4,1, 1)

). si su velocidad es ¥ =(5, 7, -2).
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7.4. Expresién analitica

Seant,v y W tres vectores cuyas componentes son i = (u,,
u, ). V= (v, v, v,)y W= (w,w, w,). Es decir:

G=u,i+u,j+uk
V=vity,j+vk

w=w, i+ w,j+wk

Aplicando la definicion de producto mixto y las expresio-  INTTETNER

nes analificas del producto escalar y del producto vecto- (L

rial obtenemos: El simbolo |4, ¥, w| . equivo-
lente a det (i, v, W), se utiliza
para representar el defer-

.I-(»7><\7v)=(uj+uj+u,}€)-(|"Z Vil YT

w, wl ' lw, w) minante cuyas filas son las
componentes de los vectores
v v compo
- Qvyw.
A0 vlR)= v
W, W,

Lo v, v v, v v, v,
x| 0N Y D% |
w, wy 7W1 wy zw‘ w,

Las componentes de ¥ yw sonii=(3,-1,2),v=(251)y | .
i ' Notacién matemdtica

W=(1,1,2). H p i

PR, || Siaccedes a la pagina po- |
Caloula i - (v X W). |1 aras reforzary ampliarfus co- |
Aplicamos la expresién andlitica del producto mixto: 1 nocimientos sobre dlgebra

Ejemplo 13

|1 vecoriol Ademds, podrés !

|| dilizar calculadoras wecto- |
+ figles» que permiten resolver |

|| los dferentes productos

=3(5-2-1-1)+1(2-2-1-1)+2(2-1-1:5)=27-5-14=8 | | enirevectores

/| Visita: .
| www.clencialab.com/mod/re- |
1 source/index. php?id=3, i

I Seani=(L25)9=(40,-5) w=21L0y i=G20. &
Calcula
Qi @xw)
b. ¥ (WX

c (i+V) - (WD)
dou-@vx(E-v)

Lo g5 1 2 1 2 5
“'("X“’):3|1 zl'('l)‘l z|+z ‘1 1|

Orientacién diddctica

En este tipo de ejercicios, debemos
tfener en cuenta que el resultado del
producto vectorial, es otro vector y que
el resultado del producto inferno entre
dos vectores, da como resulfado un
escalar. Ademds de poder especial
atencién en los signos de agrupacion,
para evitar errores en el proceso.

También puedes encontrar en tutoria-
les de Youtube, acerca de la aplico-
cién del concepto de permutaciéon ci-
clica, para que los cdlculos sean mds
rapidos y ptimos en el tema de pro-
ductos mixtos.

. Solucionario

a. 53;
b. -9;

C
0
0
O
32
B
o
o}
o
>
>
o]
o
Q9
<
o
o
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Solucionario
1. Dibujar

[ —

2. lﬁ+%v71,ﬁ+v,u

2
1w, 2u+2v
2

3. Demostar

4, a.<-1,-5,-1 >

—_

o O

1132
b. <—, 3

e >
21 59
c < ke

7

6
2
5

N

5 x=<1.11>y=<432>

6. A.X=U+3V+2w

b.y=2u+v

<

c. No es posible
7. Demostrar
8. Demostrar

9.k

]
U
=]

]
N
=l
<l

,,
]
o
U
S|
Il
N
<
0o
<

10.k=2yk=

w|—

11. Demostrar

12.Demostrar

+V+WwW

1
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y problemas

DVecioles en el espacio

Sean los vectores i, ¥ y W representados en la
figura. Halla gréficamente:

o.

a oo
Sl =B
+ o+
& o
b4
3

2|

°
N

Considera los vectores de la figura. Sea Q el cen-
fro del prisma, M el centro de la cara ABHG, N
&l centro de la cara ABCDEF y P el cenfro de la
cara GHIJKL.

Expresa los vectores [AM],
[AN], [AP], [AQ] v [GJ]
‘como combinacién lineal
de i, vy w.

Enesfe prisma de base
cuadrada, la arista lo-
feral es el doble de la
arista bésica

Averigua si forman
bose los vectores En
caso afimaiivo, halla
los _componentes de
[AG], [EG] y [BF] respec-
fode la base i, ¥y W.

Los componentes de &,V y W soni= (1,3,

(-1,2,5) y W= (0,4,-3). Halla las componentes de:
a X=u+27-30

Los componentes de i vV son i = (7,6,5)y v
(3,2,1).Halla las componentes de % y § sabien-
do que:

o

Las componentes de i, v, W, X e ¥ en una clerta
base son i = (1,5,-2), v = (4,0,-9), W= (0,-1,
%=(13,3,-17) e j = (2,-10,-5). Expresa:

.5 como combinacién lineal de &, vy W
b.§ como combinacién lineal de iy w
c. i como combinacién lineal de iy v

Las componentes de i,y # en una cierta base
sonii=(8,-5,4),¥=(-23,-1)yw=(2111).

— ¢Son i, V y W lineaimente dependientes?

Comprueba que el vector W = (1, -1, 1) no pue-
de expresarse como combinacién lineal de los
vectores i = (2,1,2) y v = (4,2, 4).

— ¢Son i, ¥y W lineclmente dependientes?

©

Averigua el valor del parametro k para que los
vectores i = (k,-2,0), V= (k k1) y W = (3,5,k)
sean lineaimente dependientes.

— Para cada uno de los valores de k hallados,
expresa W como combinacion lineal de i y 7.

10. Averigua el valor del parametro k para que los
vectores d = (2,1, k), b= (k 3, 1)y €= (2,3,1)
sean linealimente dependientes.

11 Razona por qué los vectores X = (2, k, 3).
L -2, z = (1, 1, -1) son linealmente
independientes para cualquier valor de k.

12. Dados los vectores i = (1, a, b), v = (0, 2, ¢)
y W =(0,0,3), ¢es posible hallar valores de
a,by c para los que U, v y w sean linealmente
dependientes? Justifica fu respuesta.

13. Se tiene el vector AB = (5, -4, 1). Bl extremo de
Uno de sus representantes se halla en el punto
(3,2,-7). ¢En qUE punto estd situado su origen?




14. Dados los puntos A = (1,2,3), B = (1, -1, 1) y
€=(0,2,-5), halla los coordenadas del punto D
para que AB sea equipolente a CD.

15. Halla los coordenadas de los puntos M, Ny P que
dividen el segmento de extremos A= (1,2,5) y

B =(3,4,-1) en cuato partes iguales.
16. Halla las coordenadas de los puntos A, B, C y D

que dividen el segmento de exiremos M = (1,2,
3)y N=(6,-3,8) en cinco partes iguales,

17. Sean A, By M tres puntos disfintos del espacio que.
cumplen que AB = -2AM. Conoclendo las coor-
denadas de A= (3,-5,1) y B = (-5,7, 3), calcula.

18.5ean A=(1,3,5).B=(2,1,4) yC=(-3,0,1)
de un

23.Las cumbres A, By C de fres monfanas esfan
alineadas de manera que la distancia entre
By C es el doble de la distancia entre A y B

Conociendo las coordenadas de A = (1,0, -2)
¥ B = (3,2, 1), en un sistema de referencia
dado, ¢cudles pueden ser las coordenadas
de C en el mismo sistema de referencia?

24.Deduce razonadamente algin método para
determinar si fres puntos del espacio dados por
sus coordenadas, A = (a,, ,,a,). B= (b, b, b)

Y €= (¢, ¢, c,). estén alineados o no.
« Aplica el método que hayas explicado
para decidir si los puntos A = (-2, -3, 1),
B=(3,-4,0)y C= (4,6,-2) estan alineados.

25.Considera la pirdamide ABCDE. Si A = (2, 3, 4),
B=(21,5),C=(41,-2)YE=(6,8,0), halla
las del centro de la base, 0, sa-

fres vértices
Caleula las coordenadas del cuarto vértice, D, y.
las del centro del paralelogramo, M,

19. Halla las coordenadas de un punfo P del seg-
mento de exfremos A= (1,5,0) y B=(1,-4,9).fal
que:

R
4] = (4]

20. Halla las coordenadas del baricentro del fefrae-
dro que tiene por vérfices A = (4,6,2). B= (2,7,
3).€=(3,0,2)yD=(1L-11).

[Tc 3

21. Accede a la pagina www.ciencialab.com/ |
mod/resource/view.php?id=228 y utiliza el
recurso que offece para calcular el volumen |
del paralelepipedo formado por los vectores '
0=(1,1,2),v=(513)yw=(221).
Utiliza la calculadora Geogebra para resol-
ver las operaciones con vectores siguientes,
siendo il = (2,4),v=(1,3) yw=(6,2).
WXV, 0% 2w ([l +V) Wy (i —v) 3V + W)
—Determina de forma gréfica los angulos que
forman los vectores, u, vy w.

blendo que ésta es un paralelogramo.

+ Dados fres puntos M, Ny P. se
dice que My Pson simétricos
respecto de N siy solosi

[MN] = (NP
Teniendo en cuenta esto, y
considerando de nuevo la
piramide ABCDE, determina:
a. Elsimétrico de A respecto de B.
b. El simétrico de E respecto del centro de la
base.

26, Encuentra i +, 20 + 3, |i] v |- V] para:
ad=i+2]-3F V=-2i-j+5Kk
b.i=21-4]+ 4K V=2]-K

27. Encuentra el vector unitario con la misma direc-
cién y sentido del vector dado:
a.-3(+5]- 2k
b.8i-4] +k
c.(4,2,-4)

28, Encuentra un vector paralelo a (-4, 2, 4) con
‘médulo 6.

Solucionario

14.

15.

16.

17,

b.

18.

19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.

D=(0,-1,-7)
_(3 5 7
M=227
N=(2 3 2),
- (57 1
P12 22
A=(21,4)
B=(3,0,5)
C=(4-1,6)

D=(.-27)

a.M=(7,-11,0)

1
k3

D=(4,272),

- (13
M 1, 2,3
P=(1,114)
H=(2 3,2
Resolver usando TICS

Resolver usando TICS

C=(-1,-2,-5)0C=(76,7)

Demostrar

O0=@3.21)0)(6-1.6)b)0 -4,2)

C
0
0
O
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Solucionario

26. a. -T +7+2K,-4T+7+9K,\14,/82

28. (4,2,4),(4,-2,-4)
29. Demostrar

30. a. Demostrar
b. 96.379°, 27.266°, 63.612°

31. Buscar
32. P=(04,6),Q=(3.22)

33.P=(16,0, L) p= l,z%)

35 x=<1,0,2> y=<1,1,1>

36. Utilizar TICs para solucién

37. Buscar

38. a.3;b. 18; c. 3; @; d. 16,10°

39. 2\/5u?

40. 135°

29.5ea C el punto en el segmento AB que esta el

doble de lejos de B que de A.Si

a
é=0C, muestaque  ¢=Zi+

30.5ea @ = (u,, u,, u,) un vector no nulo.
a. §ia, a, « son éngulos que forma i con 1., k
respectivamente, demuestra que:
U
cosa, ==
il

(105 nimeros a,, a, a,se loman Gngulos directores)

cosa, ==, cosa,

Tl

b. Halla los angulos directores del vector
U=(-1,84).
31. Encuentra los Gngulos directores del vector,
Q=345
b.u =20+ 3j-6K
c.u=(n,n,n)siendon >0
du=(2-1,1)
32. Defermina las coordenadas de los puntos Py Q que

dividen el segmento de exiremos A = (-3, 6, 10) y
B=(6,0,-2) entres partes iguales.

33.Defermina las coordenadas de los puntos
Py Q que dividen el segmento de exiremos
A=(7,-2,3)yB=(2,4,1) enfres partes iguales.

34.Halla los coordenadas de los punios M, N, Py Q
que dividen el segmento de extremos ,4,1)
v B =(2,9,3) en cinco partes iguales,

36.Las componentes de ii y ¥ son i = (2,3, 1)y
V = (3, 2, 4). Halla las componentes de & e §
sablendo que:

36. Utiliza el programa Derive para deferminar
si los siguientes conjunios de vectores son
lineaimente independientes o no.

a ((-6,-8,3),(4,3,4), (-5,3,-8))

b, {(3,-1,9),(9,-8,-1)}
e {(k0,2), (4,
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37. Las componentes de i y v sonu = (7, -3, 5)
YV =(-14,-5, 13). Halla las componentes de
Xyy sobiendo que;

o 2%+y
b. X-3y=

38.8ean i y v dos vectores tales que [i] = 2v3 y
¥=13 . Sablendo qué u'y v forman un éngulo
de 60°, halla
a i-v b, (ii-V) - (20-V)
-9y [20-9]
d.El Gngulo que forman -V y 2u™-v"

39, Defermina el volumen del fefraedio de vériices

A 1),B=(y—-3,y+%6),C=(5y-x5)
yD = (3,5,0). sablendo que el fridngulo ABC es
equilétero y que x> 0.

40, ;Qué angulo forman dos vectores i y ¥ fales que
[6l=6,M=2VZy G-V

41. Sean il y ¥ dos vectores fales que |d] = 2v5 y
|¥] = V5. Sabiendo que u y v forman un dngulo
de 60°, halla:

a v
b (@-9)-(2i-7)

o [G-¥ly|2i-9]

d. €l dngulo que forman -7 y 2ii-¥

| 42.Ulliza el programa Derive para caleular y
i dibujar Jos siguientes grupos de vectores,
| sendoi=(1,3,2),V=(-11,0)yw=(321)

a uvi+v b. G, W,d-w

43, Los vectores i, ¥ y W forman, dos a dos, Gngulos
ademds, [i| =1,|V| =2y |W|=3.5iX=

i+vey=2i+w, halla:

a &1y X

b. Eléngulo que forman los vectores £ @ 3.
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44.Caleula i - V sabiendo que [i| = 4, [V| = 6y
- V] =20.
* ¢Quédnguioformaniiy V2

45 Sablendo que U+ =8y U-v=6,calculaii v

46.Las componentes de 4, V y w son i = (1, 2, -4),

¥=(3,-1,1)y W= (-1,3,-2). Calcula:
a i
b. - (2#)

o (@)W

d. @-9)-@v+w)

47.8ean i = (-2,2,1).V= 3, y W = (%3,-3).
a Caleulax e y sablendo que i s perpendicu-
lor a ¥y que es perpendicular a W.

b. Halla |il, IV], IW| y el dngulo que forman il y w.

48.Las componentes i, ¥ y W son @ = (1, 2, -4).
V=(3,-1, 1)y W= (-1,3,-2). Caleula:
a C@+) W
b, A.(-9)- @V

49.5ean G = (-2,2,1), V= (3,x,%) y W = (v, 3,-3).

a. Caleula x e y sabiendo que U es perpendicu-
lar 0¥y que ¥ es perpendicular a w.

b. Halla |ul, [V], [W] y el dngulo que forman iy w.

50. Determina todos los vectores de médulo 4 pa-
ralelos a it = (2,-2,-1).

51. Halla fodos los vectores de médulo 4 que for-
men Gngulo de 30° con it = (1, -1, 1) y ngulo
de 135° con v = (-1, 1,0).

52. Halla dos nimeros positivos, x e y, fales que los
vectores i = (2,x,-2x) y ¥ = (15, 2y,y ) formen
un angulo de 60° y u] = 3.

53, Considera los punfos del espacio 0 = (0,0, 0),
A=(1,1,2) y B = (11, 3). Expresa OA como
suma de dos vectores: uno, de la misma direc-
cién que OB, y ofro, perpendicular a OB,

54. Determina el frabajo realizado por una fuer-
za F = (-5, 35, 15) que actua sobre un cuerpo
que se desplaza desde el punto A = (1, 1, 1)
hasta el punto B = (-2, 0, 3) (en unidades S.

55. Halla qué Gngulos forma el vector i = (1, -3,2)
con cada uno de los vectores i, |y k.

56. Sabiendo que las aristas
de este prisma hexago-
nal regular son todas
unifarias, halla:

a uxv

b jxi

§7.8ean i =(3,0,-2), 7= (1,1,-1) y W = (1, 2,3).
Calcula:
a iV bu-@w) c(i+v) (3i-w)

68, Dados los vectores i = (1, 4,-8),V = (1,-1,0) y
1

b [, 7 x W] y | @ x W) x ¥ |

59. Defermina fodos los vectores perpendicuiares a
i=(4-1,1)yav=(8,0,-1), de mbduio3

60. Dados los vectores i = (-1, 1,2) y ¥ = (2,3, -1).
caleula el Grea del paralelogramo que defermi-
non iy,

Solucionario

41.

42,

43,

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

Sl.

52.

53.

54,

5.

56.

57.

60.

a.5 b.30;c.\/15, /65 d. 16,10°

Resolver usando TICs

a\[7.\19, 127,- b. 42,52°

16, 48, 19°

7

a.-3;b. 26;c. 5; d.-21
a.x=2y=0;b.3\17:3/2;7637°
a.-3;b.26;c. 5 d. 21

a.x=2y=0:b.3\17:3/2;7637°

8.8 4),(.88 4
3" 3" 3 33" 3

@+\2,2+V2,2)y@2-V2,2+/2,2)
x=1y=\/35

a.(2,1,3):b. (12,- 33, 18); c. (-15, 12, -16)

]-A-iy—] 4 8
3" 3" 3 33" 3

\/83
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Solucionario

ol.

62.
63.
64.
65.
66.

67.

68.
69.

70.

71.

72.
73.

74.

75.

M = (-20, 10, 0), en unidades S|
54.7°

35.26°

Demostrar
<-23,10,3><19,20,9>

a. k=-3, k=3

b. k=2k=6

Demostrar

F = (-5, 35, 15), en unidades Sl
k

=6
\/E;b.o
2

a. 39

b. 156

b. 16
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i=(1, K k), v=(0, 3, K),w=(1, 1, 1),V = 15

5/ bemuestra que




AMPLIACION DE CONTENIDOS
gL | YET

Medicién de las dimensiones de la Tierra

A Eratéstenes se le atribuye la invencién, hacia 255 a. C., de la esfera armilar que adn se em-

pleaba en el siglo XVII., el principal motivo de su celebridad es sin duda la determinacién
del tamano de la Tierra. Para ello inventd y empled un método trigonométrico, ademds
de las nociones de latitud y longitud, al parecer ya infroducidas por Dicearco, por lo que
bien merece el titulo de padre de la geodesia.

Por referencias obtenidas de un papiro de su biblioteca, sabia que en Siena (hoy Asudn,

Egipto) el dia del solsticio de verano los objetos verticales no proyectaban sombra alguna
y la luz alumbraba el fondo de los pozos; esto significaba que la ciudad estaba situada
justamente sobre la linea del fropico y su latitud era igual a la de la eclipfica que ya cono-
cia. Eraféstenes, suponiendo que Siena y Alejandria tenian la misma longitud (realmente
distan 3%) y que el Sol se encontfraba tan alejado de la Tierra que sus rayos podian supo-
nerse paralelos, midié la sombra en Alejandria el mismo dia del solsticio de verano al me-
diodia, demostrando que el cenit de la ciudad distaba 1/50 parte de la circunferencia,
es decir, 7° 12' del de Alejandria. Segun Cleomedes, Eratdstenes se sirvid del scaphium o
gnomon (un protfocuadrante solar) para el cdlculo de dicha cantidad.

Posteriormente, tomd la distancia estimada por las caravanas que comerciaban entre am-

bas ciudades, aunque bien pudo obtener el dato en la propia Biblioteca de Alejandria,
fijdndola en 5000 estadios, de donde dedujo que la circunferencia de la Tierra era de 250
000 estadios, resultado que posteriormente elevd hasta 252 000 estadios, de modo que a
cada grado correspondieran 700 estadios. También se afirma que Eratdstenes, para cal-
cular la distancia entre las dos ciudades, se valié de un regimiento de soldados que diera
pasos de tamano uniforme y los contara.

Admitiendo que Eratéstenes usase el estadio dtico-italiano de 184.8 m, que era el que solia

utilizarse por los griegos de Alejandria en aquella época, el error cometido seria de 6.192
kilbmetros (un 15 %). Sin embargo, hay quien defiende que empled el estadio egipcio
(300 codos de 52,4 cm), en cuyo caso la circunferencia polar calculada hubiera sido
de 39614 km, frente a los 40008 km considerados en la actualidad, es decir, un error de
menos del 1%.

Ahora bien, es imposible que Eratéstenes diera con la medida exacta de la circunferencia

de la Tierra debido a errores en los supuestos que calculd. Tuvo que haber tenido un mar-
gen de error considerable y por lo tanto no pudo haber usado el estadio egipcio:?

A
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Supuso que la Tierra es perfectamente esférica, lo que no es cierto. Un grado de latitud no
representa exactamente la misma distancia en todas las Iatitudes, sino que varia ligera-
mente de 110,57 km en el Ecuador hasta 111,7 km en los Polos. Por eso no podemos su-
poner que 7° entre Alejandria y Siena representen la misma distancia que 72 en cualquier
otro lugar a lo largo de todo el meridiano.

Supuso que Siena y Alejandria se encontraban situadas sobre un mismo meridiano, lo cual
no es asi, ya que hay una diferencia de 3 grados de longitud entre ambas ciudades.

La distancia real entre Alejandria y Siena (hoy Asudn) no es de 924 km (5000 estadios &ti-
co-italiano de 184,8 m por estadio), sino de 843 km (distancia aérea y entre los centros de
las dos ciudades), lo que representa una diferencia de 81 km.

Realmente Siena no estd ubicada exactamente sobre el paralelo del trépico de cancer (los
puntos donde los rayos del sol caen verticalmente a la tierra en el solsticio de verano).
Actualmente se encuentra situada a 72 km (desde el centro de la ciudad). Pero debido a
que las variaciones del eje de la Tierra fluctdan entre 22,1 y 24,5° en un periodo de 41000
anos, hace 2000 anos se encontraba a 41 km.

La medida de la sombra que se proyectd sobre la vara de Eratéstenes hace 2.200 anos de-
bi6 ser de 7,56° o 1/48 parte de una circunferencia y no 7.2° o 1/50 parte. Puesto que en
aquella época no existia el cdlculo trigonométrico, para calcular el dngulo de la sombra,
Erafdstenes pudo haberse valido de un compds,3 para medir directamente dicho dngu-
lo, lo que no permite una medida tan precisa.

https://goo.gl/VBACZR
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ﬂ Para finalizar

vértices son A = (0; 1; 1); B = (-; 4 3);
C=(1;2;-1).

geno. Caleula este angulo.

©) Encuentra dos vectores perpendiculares a
i=(1,-1L1)yav=(044).

@) Los componentes de en una base ortonor-
maldev,sonti=(3,1,2).V=(24-7)y
W= (2,1,-4). Caleula:

a ixv . VXW

b Uxw d (@x20) xw

V=(2,5,-4). w=(T,1,3). Halla

a @@xV)xw

b. Ui x (¥ x W)

AUTOEVALUACION

@ Una molécula de mefano, CH,, estd esfruc-
turada de manera que los cuatro Gtomos
de hidrogeno forman un fefraedro regular,
con el Gtomo de carbono en su centroide.
El dngulo de enlace es el dngulo formado
por la conexién H-C-H, es decir, el angulo
entre las lineas que conectan al dtomo de
carbono con dos de los dtomos de hidro-

© Encuentra fos anguios del fringuio cuyos ( sea P el centro de la cara superior del pa-

ralelepipedo de la figura 25 y 0 su centro.
Halla su volumen sabiendo que:
A=(1,11),B=(4-1,2),P=(210),
0=(31,-2)

m Fig.25.

(@ Las componentes de i, ¥, v son i = (1,2,3), @) sean F,= (2,5,-1) y F,= (1, - 3, 2) dlos fuer-

zas aplicadas en el punto A = (1,2, 3). Ha-
lla el momento de cada una de las dos
fuerzas respecto al punto 0 = (-1, 3,-4) (en
unidades SI).

Reflexiona y autoevaluate en tu cuademo:

«Trabajo personal

+ Escribe la opinion de tu familia.

| £Qué aprendien esta.
h unidad?

« Trabajo en equipo

4o compartidoconmis ¢
compateros y comparieras? |

+ Pide a fu profesor o profesora suger-
encias para mejorar y escribelas.

* Orientacion diddctica

El profesor puede usar el ejercicio nu-
mero 63, para ilustrar de mejor manera
los conceptos presentados en esta uni-
dad, contruyendo un cubo, en donde
se aprecia su diagonal principal y la
diagonal de sus caras. Puede también
realizar un trabajo con los estudiante,
que serd de gran ayuda para alcanzar
las destrezas deseadas en esta unidad.

Diagonal de una cara

1

Diagonal
del poliedro

—> Plano
diagonal

N OO A N

. Solucionario
1.

A =107.28°
B =25.74°

C =46.98°
109.47°

<-8,-4,4><8,4,-4>

Buscar

Buscar

2 unidades cubicas

Buscar

G
@ ™
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Geometria en el espacio

_-ngh’

expresado mediante s
ecuacion vectorial o sus
ecuaciones

cas. podemos  obfener

sl s =+ A+, un
vector normal es fi =i -

« Podemos escriblr la ecua-

Por ejemplo, 1a ecuacion
general del plano defer-
minado por el vector nor-
maln=(1,0,3) serc:

X3+ =0

“contenga a

Nalquier
)

S1 ademds contiens el punfo
P = (0,0, 1), cumplic:

apuno A= (1,2,
iplon Ly e o n I T S o 0
e

Lx-2y-2m0 © St o et ol e com
. ricesse ian anics 15
= TrE e
T
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o8l juego mdfico. Lo
hiipyelp ipais/ 2015/
cio) 1439982619_073329 .

£l sobre magico de Lews Carol. Reallza ese.
juego con_planos en: hitpfelpaiscom/e
pais/2015/07/02/clenciof }/1435850002_183433,

en el
oréngo, En jad,
inir esfos objefos en

Ejes
tematicos

1.1. Ecuacion vectorial

1.2. Ecuaciones paramétricas

1.3. Ecuaciones contfinuas

1.4. Ecuaciones implicitas

: Posiciones relativas de dos rectas

- 1. Rectas en el espacio

Posiciéon de rectas respecto de la referencia
Ecuacién vectorial :
Ecuaciones paramétricas

' Ecuaciéon generall

2.4. Posicion relativa de dos planos

- 2. Planos en el espacio

Geometria - 2.5, Posicion relativa de tres planos
en el espacio 2.6. Posicidn de planos respecto de la referencia

(150 - 179) 3. Posicién relatfiva de recta y plano

-4, Angulo entre dos rectas

4.2. Rectas perpendiculares
4.3. Planos perpendiculares

4.4. Angulo entre recta y plano

5.1. Distancia entre dos puntos

5.2. Distancia de un punto a una recta
- 5.3, Distancia de un punto a un plano
: 54, Distancia enfre dos rectfas

5.5. Distancia entre dos planos

5.6. Distancia entre recta y plano
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* O.M.5.5. Valorar, sobre la base de un pensamiento critico, creativo, reflexivo y l6gico,
la vinculacion de los conocimientos matemdticos con los de ofras disciplinas cienti-
ficas y los saberes ancestrales, para asi plantear soluciones a problemas de la reali-
dad y conftribuir al desarrollo del entorno social, natural y cultural.

Objetivos Integradores de subnivel

* QI.5.5. Plantear actividades de emprendimiento en diversos dmbitos de su vida,

evaluando los riesgos e impactos que comportan a través de la investigacion,
con el uso de las tecnologias y métodos cientificos, planificando de forma ade-
cuada sus proyectos.

* 0Ol.2.8. Constfruir hdbitos de organizacién en sus tareas y actividades cotidianas,

proponiendo razonamientos I6gicos y criticos.

Técnicas e instrumentos de evaluaciéon

* Comprobar el desarrollo de las destrezas necesarias para el manejo de vectores

en el plano y sus caracteristicas, graficacion, norma, Operaciones con vectores
algebraicas, en forma grdfica y en forma analitica, asi como para la resolucién de
problemas de aplicacién. El estudiante debe ser capaz de calcular el producto
de un nUmero por un vector, el producto escalar entre vectores, la orfogonalidad,
la distancia entre dos puntos, el dngulo entre dos vectores; determinar la posicidon
relativa de dos rectas; describir la circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola (tan-
to en su forma cartesiana como en su forma paramétrica), y, en general, resolver
aplicaciones geomeétricas de vectores en R

Indicadores para la evaluacién del criterio

* |M.5.6.1. Grafica vectores en el plano; halla su mddulo y realiza operaciones de

suma, resta y producto por un escalar; resuelve problemas aplicados a la Geome-
tria y ala Fisica. (1.2.)

.M.5.6.2. Realiza operaciones en el espacio vectorial R; calcula la distancia entre
dos puntos, el mdédulo y la direccién de un vector;

Reconoce cuando dos vectores son ortogonales; y aplica este conocimiento en
problemas fisicos,

Apoyado en las TIC. (1.3.)

LIM.5.6.3. Determina la ecuacién de la recta de forma vectorial y paramétrica;
identifica su pendiente, la distancia a un punto y la posiciéon relativa entre dos
rectas, la ecuacidn de una recta bisectriz, sus aplicaciones reales, la validez de
sus resultados y el aporte de las TIC. (1.3.)



Criterio de evaluacion

* CEM.5.6. Emplea vectores geométricos en el plano y operaciones en R, con aplica-
ciones en fisica y en la ecuacion de la recta; utiliza métodos graficos, analiticos y
tecnolégicos.

Elementos del perfil de salida a los que se contribuye

* 1.2. Nos movemos por la curiosidad intelectual, indagamos la realidad nacional y mun-
dial, reflexionamos y aplicamos nuestros conocimientos interdisciplinarios para

* Resolver problemas en forma colaborativa e interdependiente aprovechando todos los
recursos informacién posibles.

* 1.3. Sabemos comunicarnos de manera clara en nuestra lengua y en otras, ufilizamos
varios lenguajes como el numérico, el digital, el artistico y el corporal; asumimos con

* Responsabilidad nuestros discursos.

Bdsicos imprescindibles

Bdsicos deseables

Bloques

X Destrezas con criterio de desempeno
rriculares

. Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacién vectorial de la recta para escribir la ecuacién cartesiana :
: de la recta y la ecuacion general de la recta. R :

i Detferminar la posicién relativa de dos rectas en R3 (rectas paralelas, que se cortan, perpendiculares) en la resolucién :
: de problemas (por ejemplo: frayectoria de aviones o de barcos para determinar si se inferceptan). :

Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del vector formado por el punto Py la proyeccién :
i perpendicular del punto en la recta P, utilizando la condicién de orfogonalidad del vector direccién de larectay el
: vector (PP) en la resolucién de problemas (distancia entre dos rectas paralelas). :

i Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos puntos, el dngulo entre :

i dos vectores y la proyeccion ortogonal de un vector sobre otro para resolver problemas geométricos, reales o hipo-

} : téticos en R :
Geome‘rno IS A B LR B
ol espacio : Realizar las operaciones de adicion entfre elementos de R3 y de producto por un nimero escalar de manera geomé-

frica y analitica aplicando propiedades de los nimeros reales y reconocer a los vectores como elementos geomé- :
: tricos de R3 :

Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar distancia entre dos puntos :
: Ay BenRcomo la norma del vector AB 9

¢ Escribir y reconocer la ecuacién vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de la recta y un vector :
i direccién o a partir de dos puntos de la recta y graficarlas en R :

Determinar la ecuacién vectorial de un plano a partir de un punto del plano y dos vectores direccion; a partir de tres
: puntos del plano; a partir de una recta contenida en el plano y un punto. :

i Deferminar la ecuacion de la recta formada como interseccién de dos planos como solucién del sistema de ecuo- :
: ciones planteado por las ecuaciones de los planos. :

i Deferminar si dos planos son paralelos (cuando no hay solucién) o perpendiculares (si los vectores normales a los :
: planos son perpendiculares) para resolver aplicaciones geométricas en R :

...............................................................................................................................................................
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Rectas en el plano

AMPLIACION DE CONTENIDOS
E—  TEE

* Dados el punto A =(a,, a,) y el vector V= (v, v,). las diferenfes ecuaciones de la recta que pasa por Ay con
vector director v son:

Nombre Ecuacion
Vectorial x,y) = (a3, 8,) +k (vi,vy) . k eR
. X =a + kv,
Paramétrica JkeR
y =a, +kv,
X —a - a
Continua —1= Y-%
Vi Vo
Punto- y—a2=m(x—a1),m=V—2
pendiente 1
G | AXx +By +C =0
enera
(A=v,;B=-v;;C =vya, -v,a)

e Para conocer la posicion relativa de dos rectas en el plano, resolvemos el sistema formado por sus ecuacio-
nes: si tiene una Unica solucién, las rectas son secantes; si no tiene solucién, son paralelas; si existen infinitas
soluciones, son coincidentes.

Teorema de Rouché-Frobenius

e Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y sdlo si el rango de la matriz asociada al sistema, A, y
el de la matriz ampliada, A’, son iguales:

Sisterna compatible < rang (A) = rang (A")

Recta que pasa por el punto P = (p,, p,)
y tiene vector director vV = (v4, v,)

Ecuaciones
paramétricas

x=p1+kv1}kEIR
Y =Py + v,

Ecuacion general
o implicita

AxX+ By +C=0,conA=v,,

B=-vyC=vip, ~vopy

Plano del espacio que pasa por el punto P=(py, p,, p3) ¥
tiene vectores directores t= (uy, Uy, U3) y V = (vy, V5, V3)

Ecuaciones
paramétricas

X = Py + AUy + UV,
Y =Py + My + UV,
Z=pg + AUz + LV,

A peR

Ecuaciéon general
o implicita

Prohibida su reproduccién

AXx+ By+ Cz+ D=0, siendo A, B,
Cy D los coeficientes que se obtie-
nen al desarrollar:

X=p U
Yy=py Uy Vy|=0
Z—py Uy Vg

Recta que pasa por el punto P = (p,, p,, p3)
y tiene vector director v = (vy, v,, v3)

Ecuaciones
paramétricas

X =P, +Avy
Yy =p, + v,
Z =Py + Vs

relR

Ecuaciones implicitas

AX+By+Cz+D=0

Ax+By+Cz+D =0
siendo Ax+ By+ Cz+ D=0y
A’X+ B’y+ C’z+ D’=0 las ecua-
ciones de dos planos cuya inter-
seccion es la recta.




P Pl 9 p g Combinacion de proposiciones
\% \Y \Y Para construir proposiciones complejas, hemos de considerar todas
las combinaciones posibles de los valores de verdad y falsedad de las
F VI F VIV IF proposiciones simples con las que vayamos a tratar. Asi, para una pro-
Bl F |V v | = v posicion tendremos todas las combinaciones que aparecen en la tabla
‘ 1; para dos proposiciones, las que aparecen en la tabla 2; y para tres
FlE v F E proposiciones, las que aparecen en la tabla 3.
S——— Observa que el numero total de combinaciones puede calcularse me-
@asF V|V diante combinatoria. Si tenemos i proposiciones, el niimero total de
= combinaciones posible es el nimero de variaciones con repeticion
de dos elementos tomados de ien i: VR, ;= 2'.
F|F |V . ..
Operaciones logicas fundamentales: tablas de verdad
F F F . -~ . :
Cuando combinamos dos proposiciones simples mediante una conec-
W Tabla 3. tiva, el valor de verdad o falsedad de la combinacion dependeréa del de
las proposiciones que las forman. En el caso de dos proposiciones,
tenemos las siguientes caracteristicas:
Negacion Conjuncién Disyuncion Condicional Bicondicional
p|-p p q | pAqg P g | pVq g G p= P g | pPeq
© \Vi \Vi \Vi V V V Vv Vv Vv Vv Vv V
E \V F F V V F V V F \% F
F F F F F F F F Vv F F V
—p es falso si p A\ gsélo es verda-  p \/ g es verdadero P — g s verdade- | La verdad o falsedad
" Pes ve_rdade- dero cuando todas | cuando al menos uno | 'O Siempre, excepto Qe una proposicion
8 1o,y vicever- | |oq proposiciones que | de sus miembros lo cuando p, el antece- | implica la verdad o
B sa, “pesVer- | |gforman son verda- | es.Y so6lo es falso en dente, es verdadero y | falsedad de la otra.
g dadero si pes | geras. En caso con- | el caso de que los @ @ el consecuente, fal- | De ahi que en la tabla
g falso. trario, es falso. dos miembros seana | SO aparezca el valor V
S la vez falsos. siempre que py g tie-
nen el mismo valor.
Si el enuncia- | «25 es mudltiplo de 5 | La proposicion «25 | Un enunciado comple- | «Aprobaré si y sola-
do«25esmul- | y de 7» solo es ver- | es mdltiplo de 5 0 de | jo como «si apruebo, | mente si estudio» es
tiplo de 5» es | dadero si 25 es multi- | 7» sera verdad si lo | me compran un co- | una proposicion que
verdadero, en- | plo de 5y tambiénes | es de 5, silo es de 7 | che» es siempre verda- | es falsa en el caso de
¥ tonceselenun- | mdltiplo de 7. Si una | osiloesdeambos.Y | dero, menos cuando | que no apruebe y ha-
E. ciado «25 no | de las dos cosas, o | solo sera falsa en el | se da el antecedente | ya estudiado, o bien
@ es multiplo de | las dos a la vez, no | caso que noseamul- | (he aprobado), perono | apruebe sin haber
W 5» es falso, y | se cumplen, todo el | tiplo de 5 ni de 7. se cumple el conse- | estudiado.
viceversa. enunciado complejo cuente (no me han
sera falso. comprado un coche).

Para determinar la validez de un razonamiento, pueden aplicarse
tablas de verdad como las que aparecen en la tabla superior. Obser-
va que una tabla de este tipo es una matriz que muestra los posibles
valores de verdad de una proposicion compleja.
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Leyes del cdlculo proposicional

e Todas las leyes légicas son

fatrologiasly todasiias taltis Otra manera de validar un razonamiento sin necesidad de construir

logias pueden expresarse constantemente tablas de verdad es utilizar las reglas de inferencia.
como leyes logicas. Estas reglas se representan mediante un esquema de inferencia o en

e En los esquemas utilizamos forma de ley l6gica y permiten asegurar la correccion formal de una infe-
letras maysculas (A, B, C...) rencia o razonamiento. Asi, el resultado obtenido es siempre una tauto-
%r;itfaéedeer'fn g;%%'zs (ge :;‘ logia. Por ello la ley I6gica acostumbra a expresarse P = Q, dado que
r..), porque las maytsculas siempre es formalmente correcta.

simbolizan tanto proposicio- o
piE sinplEs G4 = o) e Las leyes logicas son muchas, puesto que hay una por cada razona-

complejas (A = (p A q)). miento valido. Sin embargo, cabrja (Eleg,tacar aquellas que juegan ,u_n
papel fundamental en la inferencia Idgica, y por tanto en la matemati-
ca, como son las denominadas leyes del calculo proposicional.
Estas leyes son:

Nombre Ley Descripcion

Negar dos veces algo es igual que afirmarlo. Y, al
Doble revés, afirmar algo equivale a negarlo dos veces.

negacion Ac-CA) Soy feliz equivale a no soy infeliz.
Si dos premisas Ay B se dan simultdneamente,
deligrz:)rlr:ﬁfgén AAB= A tanto se puede concluir A como B.
El Sol da luz y calor, luego el Sol da luz.
o simplificacién A/NB=B Y g

El Sol da luz y calor, luego el Sol da calor.

Si se dispone de una proposicion como premisa,

_ puede afadirse disyuntivamente cualquier otra
Introduccion proposicion.

. ., A=A\B
de la disyuncion La velocidad es un vector, luego la velocidad es
un vector o llueve.
A partir de un bicondicional, podemos concluir
Lev del (A= B)=(A=B) dos condicionales, y viceversa.
bico%ici%nal A B)=>B=A Aprendo si y sélo si Qstudio gquivalg a Si apren-
(Ao B) o [(A=B)A (B = A)] do, entonces estudio y, si estudio, entonces

aprendo.

Si una disyuncioén es verdadera, y cada uno de
sus miembros tiene una consecuencia, entonces

es cierta la disyuncién de esas consecuencias.

Ley deldiema | [(A=B) A\ (C=D)A(AV O]« B\ D) Si estudio, aprobaré y, si salgo, me divertiré.

Estudiaré o saldré. Todo esto equivale a Aproba-
ré o me divertiré.

La negacién de una conjuncion es la disyuncion
de cada uno de sus componentes negados. La
negacion de una disyuncion es la conjuncion de
cada uno de sus componentes negados.

. ~(A/\B) & (<A \/ -B) P 9

De No es cierto que las matematicas sean dificiles
de De Morgan

~(A\/B) & (-A A -B) Yy que la pintura sea facil podemos concluir que
Las matematicas son faciles o la pintura es dificil.

Prohibida su reproduccion
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Nombre Ley Descripcion
La disyuncién de dos proposiciones y la negacion de
Silogismo una de ellas implica la otra.
disyuntivo [(AVB)A-Al=B Si llueve o hace sol pero no llueve, entonces hace sol.
Un condicional es la negacion de la conjuncion del ante-
condicionam cedente con la negacion del consecuente.
conjuncion (A=B) = (AN -B) Si gira, entonces se mueve equivale a No es cierto que
gire y no se mueva.
Un condicional es la negacién de la disyuncién entre la
Condicional- negacion del antecedente y el consecuente.
disyuncion (W=l Gy 12) Si estd quieto, entonces no se mueve equivale a No

esta quieto o no se mueve.

Modus ponens

[(A=B)AA =B

Dado un condicional y su antecedente como premisas,
se concluye el consecuente.

Si pensar conlleva existir, y pienso, entonces existo.

Modus tollens

[(A= B) /A =-B] = -A

De un condicional y la negacion del consecuente se
concluye la negacion del antecedente.

Si la tortilla es espafiola, entonces lleva patatas, y esta
tortilla no las lleva, luego esta tortilla no es espafiola.

Si A tiene como consecuencia B, y B tiene como conse-
cuencia C, entonces puede concluirse que Atiene como

Ley de la i
tranZitividad [(A=B)/A(B=C)]=(A=C) consecuencia C.
Si una rectar es paralela a otra recta s, y s es paralela
a otra recta t, entonces r es paralela at.
El orden en la conjuncién, en la disyuncion y en el
o BB BAR bicondicional de las premisas no altera la verdad.
Conmutativida

AyVBoBVYVA
Ao B)e (Be A)

Asociatividad

(AAB)AC& AN (BAC)
AVvB)VCeAV(BYC
[AeB) e Cle[As (Be Q)

La asociacion de las premisas en la conjuncion, en la
disyuncion y en el bicondicional no altera la verdad.

(A B)= (A= B)

La conjuncién de una disyuncion es la disyuncion de las

Distributividad Conjunciones_
(conjuncion, A B)=>B=>A . ., o o
disyuncion) La disyuncién de una conjuncién es la conjuncion de las

Y AeB) e [(A=B)AB=A)] | disyunciones.

Distributividad La i_mpli_caci.(’)n de una conjuncién es la conjuncién de
(conjuncion, [AA B\ C)] e [(ANB)\(AAC) | lasimplicaciones.
disyuncién, [A\V (BAC) e [(AyB)A(A\yC) Laimplicacion de una disyuncion es la disyuncion de
condicional) las implicaciones.

Idempotencia

ANASA
AVASA

Si algo es cierto, su conjuncion o su disyuncién también
lo son.
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Funciones monoétonas

Ordenamos las premisas y las
conectamos mediante conjun-
ciones. Aplicandoles las leyes
l6gicas, debemos obtener la
conclusién.

Si lo conseguimos, habremos
demostrado que el razona-
miento es formalmente valido.

En lineas sucesivas coloca-
mos el resultado de ir aplican-
do las leyes légicas sobre las
premisas. Junto a cada linea
de la deduccién anotamos la

Proceso axiomatico-deductivo

Cuando utilizamos unas reglas de inferencia para transformar unos
enunciados (premisas) en otro enunciado (conclusién), estamos efec-
tuando una deduccion. Si, ademas, las premisas son axiomas (propo-
siciones tautoldgicas, es decir, consideradas verdaderas), el proceso
recibe el nombre de proceso axiomatico-deductivo.  Las conclusio-
nes obtenidas se denominan teoremas.

Asi, el proceso axiomatico-deductivo consiste en la derivacion u obten-
cion de teoremas a partir de ciertos axiomas y de unas reglas de infe-
rencia dadas, las leyes del calculo proposicional.

Un sistema axiomatico es el conjunto configurado por los axiomas y
las reglas de inferencia adoptados. Asi, habra tantos sistemas axioma-

ley que se ha utilizado. . e ; . .
AR ticos como asociaciones axiomas/reglas de inferencia podamos formu-

lar. Cualquier sistema debe tener independencia (ninguno de los axio-
mas puede derivarse de los restantes, y ninguna de las leyes de
céalculo puede derivarse, tampoco, de las restantes), consistencia (los
axiomas y las leyes de calculo adoptados solo pueden dar lugar a tau-
tologias) y plenitud (todas las formulas correctas son deducibles a par-
tir de los axiomas y las leyes del calculo proposicional definidas).

3.2 Al llegar a la conclusién del
razonamiento, la deduccion es-
tara completa.

Por ejemplo:

(P=-a)ApA@Vnl=
(Modus ponens)
=HaA @Vl =
(Silogismo disyuntivo)

Una vez fijado el sistema axiomatico, denominamos demostracion de
un teorema P = Q al proceso por el que la proposicién condicional
P — Q se deriva de los axiomas y, en su caso, de los teoremas demos-
trados con anterioridad, mediante la aplicacion de las leyes del calcu-
= lo proposicional adoptadas. Los tres procesos deductivos méas habitua-
les en mateméticas son:

Demostracion directa Contrarreciproco Reduccion al absurdo

Partimos de las premisas y, mediante | Demostramos la negacion de las | Partimos de la conjuncién de la pre-
la aplicacion de las reglas de célculo | premisas a partir de la negacion de | misa con la negacion de la conclu-
pertinentes, llegamos a la conclusién. | la conclusion, es decir, demostra- | siony llegamos a una contradiccion.
mos P = Q al demostrar -Q = =P. | Asi demostramos A = B al demos-
trar (A/\A-B)= (C/\=C).

Demuestra que si un numero n es | Por ejemplo, dadas tres rectas del | Por ejemplo, dadas tres rectas del
divisor de otros dos, a y b, su cuadra- | planor, s yt, tales quer y s sean | planor, s y t, tales que r y t sean
do es divisor del producto de ambos. | paralelas, demostrar que si r y t | paralelas, demostrar que si s y t
e G G AT ES A también son paralelas, entonces s | también son paralelas, entoncesr y
yt son paralelas. s son paralelas.

[n | a/An | b] = [n? | a- bl Hemos de demostrar:

(ABNEARNEIGE

Vamos a partir del supuesto que no
se cumpla la conclusion. Entonces
sy ttendran algun punto en comin
y, COmo Sy rson paralelas, también
ry ttendran algin punto comdn vy,
por tanto, no seran paralelas.

Hemos de demostrar:

lonslor=cls

Si un nimero n es divisor de otro
ndamero a, existe un tercer numero k;
gue multiplicado por n nos da a:
[(nla) A (n]b)] =

=[3@k, € R/a=k;-n) A\

N 3k, € R/b=ky-n)] =
=fa-b=(k-n):(ko-n) =k ky) n’] =

=[nla-b]

Suponemos que ry s no son parale-
las. Entonces, tienen un punto P en
comun. Como ry s son paralelas a t,
eso significaria que existen dos rec-
tas paralelas diferentes que pasan
por el mismo punto. Como esto es
absurdo, debe ser falso que ry s no
sean paralelas. Asi pues, o son.

-sly)y=6nt+ Q) =

S>rFNt#d)=(r |t
Como el producto de ay b es n? mul- ( ) ( " )
tiplicado por un ndmero, llegamos a | Como la conclusién es falsa, sy t

demostrar que n? es divisor de a - b. | son paralelas, s || t.

Prohibida su reproduccion
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Geometria afin

X=2

Determina la ecuacion paramétrica y la continua
de la recta que pasa por el punto A= (3,-2,1) y
es paralela al vector V = (1, 4, —3), y halla tres pun-
tos pertenecientes a esta recta.

Los puntos A= (3,5, -7) y B= (1, 0, —2) determi-
nan una recta. Exprésala con las ecuaciones vec-
torial, paramétrica, continua e implicita.

Halla las ecuaciones de los planos siguientes:
a) Pasa por los puntos A= (1, 2, 3), B=(-4, 3, 2)
y C=(0, 3, -8).
b) Pasa por el punto A = (6, -4, —3) y contiene la
x-3 y+1
=R =74
-1

recta r:

¢) Pasa por el punto A = (4, -1, 2) y su vector nor-
mal es N = (-1, 7, 0).

d) El plano XZ del sistema de coordenadas carte-
siano.

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares
de rectas y halla el punto de corte, si es posible:

a)r:i=y+2=z_4 S:X:y—1=z+2
-1 3 2 1 4
X-y+z=0 X-2y+z=0
b)r: :
2x+y =3 X-2y-z=3

Estudia la posicion relativa de las rectas ry s, en
funcion de los valores que pueda tomar el parame-
tro m.

x-1

z-4 x+3 y-5 z-2
2 VS B B

1 2 T m+2 1

_Y-9_
6-m

Determina la posicion relativa de los planos
T X+Yy— 22=0y M —X+Yy+2=-2.

Determina la posicion relativa de los planos
m: X +y-1=0 m 3Xx+5y-2z=4y
M3 —X+y+2z=4.

Halla la posicion relativa de la recta

XxX-2 'y z-2
fo———>sS == -
) 1 ) con cada uno de los pla

nos del ejercicio anterior.

Dada la recta I {y—z:l y el plano

T X+ 3y+ mz+2=0, halla el valor de m para que
la recta sea paralela al plano.

¢Para qué valores del parametro m la recta

11- mz

X=y+1= es paralela al plano

2 X+ y+z=9? Calcula el punto de interseccién de
la recta y el plano para m = 2.

Sean los planos m;: (m + )x + 4y + z = 4;
M:3X+(M-1)y=-1;n3:3x+7y+2z=09.
Calcula el valor de m para que tengan una recta en
comun.

Sean las rectas:

{x—z:l x -1
r:

y-2z=17 %4

Calcula la ecuacion general del plano que pasa por
el punto (1, 2, 3) y sea paralelo a ambas rectas.
Calcula, asimismo, la ecuacion de un segundo pla-
no que pase por el punto (1, 2, 3) y sea perpen-
dicular a la recta r.

Halla la ecuacién de la recta perpendicular al pla-
nom 2x—-y+ z+ 3 =0 que pasa por el punto del
plano (-1, 3, a).

+1 z
Dadas las rectas r: x — 2 = yT = =

+7 z+5
yz = 3 y el punto P=(1, 1, -1)

halla la ecuacion de la recta que pasa por Py cor-
ta a ry s. Para conseguirlo:

sSsx—-1=

a) Halla la ecuacién general o cartesiana del pla-
no m que contiene la recta ry el punto P.

b) Halla el punto de interseccion M del plano t con
la recta s.

c) Determina la ecuacion de la recta que pasa por
Py M.

d) Comprueba que la recta determinada en el
apartado anterior es la que se buscaba.
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SOLUCIONARIO

UNIDAD 6. GEOMETRIA AFIN

1.

3.

a) La ecuacion paramétrica es:
x=3+A
rriy=-2+4>
z=1-3L
La ecuacion continua es:
x-3 y+2 z-1
1 4 -3
b) Para hallar puntos de una recta, s6lo tenemos que
dar valores al parametro A. Proporcionando los va-
lore 1,2 'y 3 obtenemos los puntos B = (4, 2, -2),
C=(5,6,-5) yD=(6,22,-17).
Para hallar una recta necesitamos un punto, que pue-
de ser el punto A, y un vector director que lo deter-
minan Ay B, AB = (=2, =5, 5). Las ecuaciones que de-
terminan esta recta r son:
(Xa Vs Z) = (3; 5; _7) + )\'(_27 _55 5)
x=3-2A
y=5-5A
z=-T+bHA
x-3 y-5 z+7
-2 -5 5
5x-2y-5=0
5x+2z-1=0
a) Determinamos los vectores:

AB = (-5,1,-1) y AC = (-1,1,-11)

Calculamos el determinante:

x-1 -5 -1
y-2 1 1]=0
z-3 -1 -11

La ecuacion del plano resultante es:

m:-10x-10y+30=0

b) Tenemos el punto Ay el vector director de la rec-
ta, nos falta un vector que podemos determinar con
el punto Ay el punto de la recta (3, -1, 0).

Utilizando el método del apartado anterior obte-
nemos la ecuacion del plano 7: —2x — 3y +z + 3 =0.

¢) Laecuacion cartesiana del plano es —1 - x,+ 7 - y, +
+0-2z,+d=0. Imponemos las coordenadas del
punto Ay obtenemos la ecuaciéon —1 - 4+7 - (=1) +
+0-2+d=0, de donde obtenemos d = 3.

Luego m: —x + 7y + 3 =0.

d) Elplano XZ tiene como vectores directores (1, 0, 0)
y (0, 0, 1) y sabemos que el plano pasa por el pun-
to O = (0, 0, 0). Utilizamos el procedimiento del
apartado a)y obtenemos que el plano que busca-
mos es Ty = 0.

a) Los vectores directores de las rectas son linealmente

. . 1 3 2
independientes pues —— # — # —.
1 1 4

Escogemos un punto A de ry un punto A’ de s y ve-

mos si{V, ¥/, [AA’]} son linealmente dependientes
o independientes.

A=(0,-24) A =(0,1,-2) AA’ = (0,3, —6)

Y calculamos el determinante de los tres vectores:

-1 1 0
3 1 3/=42+#0
2 4 -6

Dado que el rang {V, v/, AA’} = 3 las rectas se cru-
zan.

b) Consideramos las matrices

1 -1 1 1 -1 0

2 1 0 12 1 0|3
M = y M =

1 -2 1 1 -2 0

1 -2 -1 1 -2 -1|3

Calculamos el rango de las matrices mediante los de-
terminantes. |M | =2y |M’ = 0. De manera que
rang (M) =rang (M)’ =3 las rectas se cortan, es decir,
son secantes.

Para hallar el punto de corte resolvemos el sistema
de ecuaciones y obtenemos que el punto de corte es

3 3
P=|2,0,-2].
(2 2)

Comprobamos si los vectores directores son linealmente
dependientes.

2 6-m

1
2 2+4m 1

e Param =2, los vectores son linealmente depen-
dientes, de manera que las rectas o son paralelas o
coinciden.

Escogemos el punto A= (1,9, 4) de r y vemos si
pertenece a s, sustituyendo las coordenadas del pun-
to en la ecuacion de la recta s:

148 ,9-5_4-2
2 4 1

Puesto que el punto de r no pertenece a s, las rec-
tas ry s para m = 2 son paralelas.



e Para m # 2 los vectores son linealmente inde-

pendientes y el rang{V, V,AA’} =2 donde

AN = (-4, -4, —2) | Luego las rectas se cortaran.

Comprobamos si los vectores normales de los planos
son linealmente independientes:

1 1 -2
[ - ¢ —_—

-1 1 1
Vemos que los vectores son linealmente independien-
tes, de manera que los planos son secantes, es decir, se
cortan.

Las matrices asociadas son:

-1 1 0 -1 1 0|1
M=| 35 -1|yM-=| 35 -1|4
-1 1 1 -11 1|4

Calculamos su rango mediante determinantes. Vemos
que rang (M) =rang (M’) = 3 por lo que los planos se
cortan.

Escribimos la expresion implicita de la recta r.
x+y—-2=0
v 2x+z-2=0

Estudiaremos los rangos de las matrices M de coeficien-
tes y la ampliada M” asociadas a los tres planos.

110 1 1 0]¢2
a) M=|-2 0 1| M =|-2 0 1|2
-1 10 -1 1 0/1

El rang(M) = rang(M’) = 3, por lo tanto la recta y
el plano se cortan.

11 0 1 1 0|2
b)) M=|-2 0 1| M=[-2 0 1|2
3 5 -1 3 5 1|4

El rang(M) = rang(M’) = 3, por lo tanto la recta 'y
el plano se cortan.

110 11 0|2
) M=|-2 0 1| M =[-2 0 1|2
-1 11 -1 1 1|4

El rang(M) = rang(M’) =2, por lo tanto la recta estd
contenida en el plano.

Para que recta y plano sean paralelos debe cumplirse
rang(M) =2 y rang(M’) = 3. Escribimos la matriz M y
la matriz ampliada M’ asociada al sistema

1 0 0 1 0 0| 2
M=|0 1 -1|M=|0 1 -1| 1
1 3 m 1 3 m|-2

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes.

10.

100
[M|=]0 1 -1|=m+3
1 3 m

Como m + 3 =0 < m = -3 tenemos que para este va-
lor de m rang(M) =2 y rang(M’) = 3, por lo tanto la
rectay el plano son paralelos.

A partir de la ecuacion continua de la recta:

se pueden obtener las ecuaciones implicitas:

x=y+l x=y+1 x—-y=1
— = =
:11 sz 3x =11-mz 3x+mz =11

X

Si el plano y la recta son paralelos, el sistema formado
por sus ecuaciones sera incompatible. Para que esto
ocurra se requiere que rang(M) < 3 (M matriz de co-
eficientes), lo que implica que det(M) = 0. Veamos los
valores de m que anulan det(M):

2 1 1
1 -1 0|=2m-m+3=0 =
3 0 m

= -3m+3=0 = m=1

Para este valor de m podria ocurrir que la recta per-
tenezca al plano. Para verlo, tomamos un punto cual-
quiera de la recta. Observando su ecuacion continua
(con m = 1), tomamos, por e¢jemplo, (0, -1, 11).
Sustituyendo en 2 x +y+z=9, comprobamos que no
pertenece al plano: 2- 0+ (=1) +11#9

Por tanto, para que la recta sea paralela se requiere

que m = 1; en los demas casos la recta intersectara al
plano.

Para m = 2 resolveremos por Cramer el siguiente sis-
tema:

9 11
. . 1 -1 0
ty+z=
rryTe 1m0 2
x—-y=1 &SxXx=r——=3
2 1 1
3x+2z=11
1 -1 0
3 0 2
9 9 1 9 1 9
1 10 1 -1 1
5 12|, 3 0 11
M RN e R T
1 -1 0 10
3 0 2 3 0 2

Por tanto, cuando m = 2 la recta corta al plano en el
punto (3,2, 1).
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. Para que los planos tengan una recta comun se requiere
que el sistema que forman sea compatible e indeter-
minado. Veamos los valores de m que anulan el de-
terminante:

m+1 4 1

[M[=0; | 3 m-10|=2m*-3m-2=0
3 72
o 3EV9+16 _ [2
- 4 |05

El sistema sera compatible y determinado (S.C.D.) para
m # —0,5; 2. Debemos ver a qué valor de m (=0,5 6 2)
corresponde un sistema compatible indeterminado

(S.C.L).

Param=2:

3 4 1| 4) g mor) (3 4 1[4

3 1 0|-1| RoR+KR-2K |0 3 1|5

3 7 2| 9 1o 0 o]0
Para m =-0,5:

0,5 4 1| 4\E-2R 1 8 2| 8
3 1,5 01|27 g 51 19050

3 7 9 9 F§$—>F3—10F1+§F2 0 0
E—

0| 5

12. Sean U un vector director de ry v uno de s, tales que

uy V sean linealmente independientes; entonces, el
plano por (1,2, 3) paraleloarysesm [(1,2,3); G, V].
Hallamos iy V.

De la ecuacion de la recta r se pueden obtener facil-
mente las ecuaciones paramétricas:

x=1+A
{X_Z=l 1+2A
) = y:
-2z=1
y “ z=0+A

De donde deducimos que i = (1, 2, 1) es un vector di-
rector de la recta r.

La forma continua de la ecuacion de la recta s nos in-
dica que uno de sus vectores directores es V = (4, 1, 1).

Observamos que 1 y V son linealmente indepen-
dientes, asi calculamos la ecuacion general del plano
por (1,2, 3) con la direccion de (1,2,1) y (4, 1, 1):

N < M

QL N =

— N —

— =
1]

=x-1+3(y-2-7(z-3)=0

Lo cual se puede escribir ordenadamente:
x+3y-72z+14=0
El plano perpendicular a r que pasa por (1, 2, 3) tiene

por vector normal U = (1,2, 1), por lo que su ecuacién
serd de la formax+2y+z+A=0.

13.

Calculamos el valor de A imponiendo que (1, 2, 3) sea
del plano:

1+2-2+3+A=0A=-8

Por lo que la ecuacion del plano es:

X+2y+z-8=0

Si el punto (-1, 3, a) es del plano, ha de cumplir su
ecuacion:
2-(-1)-83+a+3=0<a=-2

El vector director de la recta buscada ha de ser para-
lelo al vector caracteristico del plano, lo que permite
coger como vector director este mismo vector. Asi, la
ecuacion de la recta es:

(x,y,2) =(-1,8,2) + A (2,1, 1)

14. @) La ecuacion del plano 7 se puede encontrar de dos

b)

d)

maneras diferentes.

A +B-C+D=0
2Q - B +D=0
3A+B-C+D=0

que tiene como solucién A= 0, B =D, C=2D. To-
mando D =1, por ejemplo, obtenemos la ecuacion
buscada:y+2z+1=0.

Las ecuaciones paramétricas de la recta s son:
x=1+A
y=-7+2A
z=-5+3A

Sustituyendo en las ecuaciones del plano anterior,
tenemos:
-7+2M)+2(-5+30M)+1=0<
©8A-16=0A=2

Luego, el punto de corte es:

M=(1+2,-7+4,-5+6) = (3,-3, 1)

La ecuacion continua de la recta es:
x-1 y-1 z+1 x-1_ y-1_ z+1

3-1 -3%8-1 1+1 P) -4 2

Por construccion, esta recta pasa por P= (1, 1, -1)
ycortaasen M= (3,3, 1). Para comprobar que
también corta a r, podemos ver si el sistema for-
mado por las ecuaciones continuas de las rectas es
compatible determinado.

x-2 y+1 2z 2x-y=5
12 -l y+2z=-1
x-1 y-1 z+1 2x+y =3
2 -4 2 X-7=2



1. Realiza una magueta con materiales reciclables, en el que se crucen dos planos con un dngulo agudo de
40 grados, resalta la recta que se forma con un color diferente de los planos.

En cada plano, con la ayuda del docente, dibuja vectores en cada plano (dos por cada plano) y determi-
na sus distancias con una regla.

Luego colécalo en un eje cartesiano, para que con la ayuda del profesor determines las ecuaciones apro-
ximadas de dichos planos.
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— SOLUCIONARIO

Los planos son secantes, es decir, se cortan segun una recta.
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CICLO DEL APRENDIZAJE

* Debatir la necesidad que tienen los ingenieros
civiles de dominar los conceptos de distancias
entre planos y rectas en el espacio, en la cons-
frucciéon de edificios y otras estructuras imortan-
tes en nuestra realidad nacional.

» Diferenciar los conceptos entre ecuaciones con-
finuas y ecuaciones implicitas

* Comparar las definiciones de espacio bidimen-
sional y espacio tridimensional

* Usar una parametrizacién adecuada aplicada
a rectas en el espacio.

1
¢ ldenfificar las ecuaciones relacionadas !
con las posiciones relatfivas de las rectas y !
tambien con los planos. :

» Usar estos conceptos en el cdlulo de distancias en-
tre puntos, lineas y planos

* Reconocer el uso de métodos deductivos o inducti-

las actividades realizadas.

Prohibida su reproduccién

* Producir predicciones usando los modelos mate-
mdticos estudiados.
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| BANCO DE PREGUNTAS
I TEE

1. Qué es una ecuaciéon paramétrica?

Es una ecuacion que permite representar una curva o superficie en el plano o en el
espacio, mediante valores que recorren un intervalo de ndmeros reales, mediante una
variable , llamada pardmetro, considerando cada coordenada de un punto como una
funcién dependiente del pardmetro.

2. Cudl es la ecuacion candnica de la recta?

* Silarecta corta a los gjes en los puntos (a, 0) y (0, b), podemos escribir la recta como:

X Y _
a + b 1
N vt
~N
(hIU)
\‘
\\-
(0] 13,5)\V<

* A esta expresion la conocemos como ecuacion candnica o segmentaria de la recta.

3. Cudles son las ecuaciones implicitas de la recta?

Ax+By+Cz+D=0
Ax+B'y+Cz+D'=0

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones implicitas de la recta.

4. Qué matemdtico francés fue el fundador de la geometria descriptiva?

Gaspard Monge

5. Cudles son las condiciones vectoriales, para que dos rec-
fas en el espacio sean perpendiculares?

Dos rectas r y s son perpendiculares si el producto esca-
lar de sus vectores directores respectivos U y V es cero.

rlseud-v=0
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

Geometria afin

Vector fijo de origen Ay extremo B, AB: par ordenado (A, B).

Vector libre: conjunto de vectores equipolentes a uno dado. Su
direccion, moédulo y sentido son los de uno cualquiera de sus re-
presentantes.

Operaciones con vectores libres:

Sea U= (Uy, Uy, Ug) YV =(Vq,Vy, Vg).
Adicion
U+V=(u;+Vy, Uy +V,, Ug +V3)
Muiltiplicacion por un ndmero real

ki = (kuy, ku,, kuy)

U es combinacioén lineal de Uy, Us,..., U, si 3 ky, Ky,..., k, €R,
tales que: U=k, U, +k, U, +...+K, U,
n vectores son linealmente independientes  si ninguno de ellos

puede expresarse como combinacion lineal de los demas. En
caso contrario, son linealmente dependientes.

Rango de n vectores: maximo nimero de vectores linealmente
independientes del conjunto de n vectores.

Ecuaciones de larecta r (A; V):

Ecuacion vectorial: p=a+kv,k eR
X=a;+kv,
Ecuaciones paramétricas: y=a,+kv,
z=az+kvy
-8 _Yy-a Z-ag
Vi Vo V3
Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C’z+D’'=0

q . X
Ecuaciones continuas:

Ecuaciones impl:’citas:{
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2. PLANOS EN EL ESPACIO

Para deferminar un plano en el espacio, son pracisos un
punto ¥ dos direcciones diferentes, Estas direcciones vianen
dodas por dos veclones no poralelos o kos gue denoming-
mos vectones diectones del plono.

Consideramos el plano L que posa por el punto A y fiene los
vectores directores i y ¥ Lo simbolizaremes por L{A; 6,7 ).

Veamos, a continuacion, diferenies formas de exprasaro.
2.1, Ecuacién vectorial
Observa en lofigura el plono L (A 6,7 )

/&l

g

o A
m g3 i
&
SAw(-1, 1,3}
B (L0, 1)y Dado un punte genérico P del plana, el vector AF resutla
5 de la suma de miliplos de los vectores u vy v . Por fanto,
v=(3-5L1) AP=All»pv condypeR
e Ademas, e cumple;
Ecuncidn wactodal da r (A u, vl R —
p-::+.1;+|.|l.‘r OF =0A + AP
b )= (1,1, 4 Sean p ya los vectores posicion de Py A respectivamente,
Puesto que AP = Au + uv, a la iguoldad antericr lo podemos

p=a+ Al + puv

A esta expresidn la conocemos como aécuacidn vactarial
dal plana,

Sean (x, y. 2). (3, 3, a,)/(u, U, u,) ¥ (v, v, v,) los compo-
nentas de p .a.u y'v rdspectivamente, Enfonces, podemos g
expresar la ecuacion anterior comao: o
(eyzl=(aa.a)+Au, v uld+plv,v.v) %
173;
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Ecuaciones del plano 7 (A; U, V):

Ecuacién vectorial: p=a+Au+uv; A, uelR

X=a;+ AU+ 1V,
y=a,+AU, +UV,
z=a3+ku3+uv3J

Ecuaciones paramétricas:

Ecuacion general: Ax+By+Cz+D=0

Posiciones relativas:

Sea M la matriz del sistema formado, en cada caso, por las
ecuaciones implicitas de las rectas y las ecuaciones generales
de los planos, y M’ la matriz ampliada correspondiente.

Posicion relativa de dos rectas, r (A; V) y r’ (A’ V'):

Coincidentes Paralelas Se cortan Se cruzan
rang (M) =2 rang (M) =2 rang (M) =3 rang (M) =3
rang (M) =2 rang(M’)=3 | rang (M) =3 rang (M) =4
v=kV v=kV VKV vV£KkV
VPer,Per | VPer, Per |\7,\7',[m]|=o |\7,\7',[m]|¢o

Posicion relativa de dos planos, © (A, 0, V)y ' (A U, V'):

Coincident rang (M) =1 A B C D
oincidentes —=—=—=—
rang (M") = 1 A" B C" D
rang (M) =1 A B C D
Paralelos —=— = —
rang (M") = 2 A" B C
Secant rang (M) = 2 A_B A_CB_C
ecantes — #F—0—#—0— # —
rang M) =2 | A" B A" C B C’

Ecuacion de un haz de planos secantes:

non+PBn,o Be R (siendor=mNmn)

Ecuacion de un haz de planos paralelos:
Ax+By+Cz+K=0,Ke R

Posicién relativa de recta y plano, r (A; V) y m (A’ U, v’):

r contenida en ry n paralelos ry m secantes
rang (M) =2 rang (M) =2 rang (M) =3
rang (M) =2 rang (M") =3 rang (M") =3

V=k U+k, V
VPer,Pen

V=k, U+k, V/
VPer,Pgn

Uk, U+k, V/
|V, G, V|0

Geometria métrica

Producto escalar, U-v:

|d| |\7|cos(ﬁ) si Uy V son no nulos
U-v= ’

0 si U oV es el vector nulo
ULVelu -v=0; |u|=Vu-V
[U - V| = |u]|ProygV| = |V| |Proyy U]

Sit=(uy, u,, uz) yV=_(v,, V,, V5) en una base ortonormal:
U-V=Uy Vy+U, V, +Ug Vg

[U]=y/u? +u,? +uy?

== u, v;+U, V, +U; V
cos (G, V) = 1 ViTH2 V2 3 V3

2. 02 02 [y2.,y2. 2
\/ul +U,~ +Ug \/vl +V,° + Vg

Producto vectorial, UXV:
e Sj Uy V son no nulos:
— Modulo: | U x V|=|u]||V|sen (U, V).
— Direccion: simultaneamente perpendicular a las de Uy V.

— Sentido: el de avance de un sacacorchos que gira de U
hacia v recorriendo el angulo mas pequefio.

e Sili=00V=0:1xV=0

El médulo del producto vectorial de U y v coincide con el &rea
del paralelogramo construido sobre ellos.

Producto mixto, [u,V,W]:
[G, Vv, W] =1 - (VxW)=[, V, W]

El valor absoluto del producto mixto de U, V'y W coincide con el
volumen del paralelepipedo construido sobre ellos.

Angulos entre elementos del espacio:

Entre dos rectas, r(A; 0) y r'(B; v):

|G- V| |: n}
0L = arc CoS —— ael0, =
|af v 2

rlseu-v=0
Entre dos planos © (A;0,V): AX+By+Cz+D y n’ (B;U’, V).
A’x+B’y+C’z+D’, con vectores normales 'y n’:

=i

et
M o]
| IR 2

nlnen-i"=0sAA"+BB”+CC =0

0. = arc cos

=i

Entre recta y plano, r (A;V)y m (A 0" V’):

[V-RA| { n}
o = arc sen—— oae|0, =
[V]1A] 2
vV, V \
rine-t=-2=-3
A B C

Distancias entre elementos del espacio:
Entre dos puntos, A = (a,, a,, a;) y B = (b,, b,, b,).

d (A B)= (b, —a,)? +(b, —a,)% +(b; —a,)?

Del punto P = (p;, p,, P3) alarectar (Q; V).

_F" -

a,n=10

V|
Del punto P = (p;, p,, P3) al planon: Ax+By +Cz+D =0
|Ap, +Bp, +Cp; +D|

VA2 B2 42
Entre dos rectas, r (A; V) y r’ (A’; V).
AA'] Y, V]|

[[[AAD, v,
[V x V']

d(P,m)=

dr,r)=




2. POSICION RELATIVA DE RECTA Y PLANO

Para deterninar kas posicionas relotivas de una recta s A7) v un plano LEP;G, ¥), expesanemos
la racta medianie sus ecuacionas implicias, v el plans, madianis su ecuacitn genaal,

r: Sy By VAR DD LAx+By+Cz+D=0
Ax+By+Ca+D=0

A continuocidn consideramos el sislemna formodo por las fres ecuaciones v ascribimeos ko
matriz M y ba mafriz amplioda M', asociodas con dicho sislema:

A, B G A, B C |-D,
M= & 8 ¢ w=( 4 8¢ |0
i e T A, By G 10
& al reduci las matrices:
M N G0s Nkis nds Aulos. M P 0% M N AUEOS. M Prdy P FIOES N ML
' e chos Tom n Pk, Mt e filas Ro HUaS. M Hesn tras Al e FLaE.

Selema consishente Indetermino-
oo S soucionas dapanden o | Sslema inconsislente: Mo hoy pune | Sislema consislonia delerminodo |
un oM, 24 COmUnes, Lo rachony el pROn S0 SeCanies,

®Tar

En coso da que la recha y el plono vengan dodos por sus ecuocionses vecionoles © paramé-
ticas, e corvennie determinar sus posicionas relativas o porir de sus vectones dirsciones

ﬂalmmmhmmmmmmumu B 0l vechor QICRcy 08 kD 18Ch Mo
mechoms oal pkanG. kK rech eshd Conieniaa an el Do O ek DOROED O | 3 DOOamos SEpIasarn COmd SUMmE
&l B ke COR0, &l FINGo O8I FHcinz fomoad Do os componaniad de | de mmpkod. 08 0d vecioed clec-
08 a8 Ve CcIohes 2and 2 Foias Ol pland, k3 ecia y 8l pland
PO CHESTINQR oA COS0, DA IOl Us) LD CLMCICRUSS 80 O WO e~
oy methul §Us Soomandao an ko ecunciin dal pland

30 Comienkia anal pEand, 1 Il o,

Pyl b ey N e

W Tesdn B
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.................. ~ RECURSOS PROPIOS DEL AREA |

Como en esta unidad, las construcciones geométricas son mds complicadas para el docen-

te, se recomienda el uso de un proyector, para que con una computadora presente a los
estudiantes de manera mas agil los femas pertinentes a esta unidad.

Los organizadores grdficos es un buen recurso comparativo, en el momento de abordar los
temas de posiciones relativas.

El uso de falleres con grdficos predisefados, es de gran utilidad para alcanzar las destrezas
deseadas.

Se recomienda al docente que junto con sus alumnos realice modelos en tres dimensiones
(maguetas) con materiales como madera, pldstico u otros materiales reciclables, de los ejes
de coordenadas ortogonales para poder visualizar mejor a los planos en este espacio.
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eloais.com tiene
clen que se publicé el siguiente articulo:
La importancia del juego en Matemdtica. Lo
puedes leer en: htip://elpais.com/elpais/2015/
08/19/clencia/1439982619_073329 htr.
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EN CONTEXTO:

Bl i uso de planos y lineas oblicuas sigue
siendo predominante en el disefio arqu-
i Bl fectonico contempordneo. En esta unidad,
estudiaremos como definir estos objetos en
el espacio, y fambién, cémo comparar sus
posiciones relativas.
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CONTENIDOS:

1. Rectas en el espacio 3. Posicion relativa de recta y plano

-

1.1. Ecuacién vectorial 4. Angulos entre elementos del espacio -
1.2, Ecuaciones paraméfricas 41. Angulo entre dos rectas
1.3, Ecuaciones confinuas 42.Recas perpendiculares £
1.4 Ecuaciones implicitas 43, Planos perpendiculares i = [ s AN e -
15. Posiciones relativas de dos rectas 4.4. Angulo entfre recta y plano
16, Posicién de rectas respecto de la referencia 5. Distancias entre elementos del espacio
2. Planos en el espacio 5. Distancia enfre dos puntos
21, Ecuacion vectorial 52.Distancia de un punfo a una recta
22.Ecuaciones paraméfricas 53.Distancia de un punto a un plano
23, Ecuacién general 5.4, Distancia enfre dos rectas
2.4.Posicion relativa de dos planos 55.Distancia entre dos planos
25 Posicién relativa de fres planos 56, Distancia entre recta y plano

26, Posicion de planos respecto de la referencia

Orientacidn diddactica

* Para anticipar posibles dificultades en los contenidos de la unidad, el profesor o pro-
fesora puede utilizar las siguientes propuestas: repasar |os conceptos y operaciones
de vectores en el espacio fridimensional, asi como una revision de los conceptos
principales y operativos de sistemas de ecuaciones lineales y matrices elementales.

El profesor puede sugerir la participacion de estudiantes en el pizarrdn, siguiendo
los procedimientos completos de |los ejercicios con mayor dificultad, y de esta forma
asegura conocimientos previos y anficipa posibles dificultades en los contenidos de
la unidad.

Se sugiere fambién que el docente les pida a los estudiantes que justifiquen sus res-
puestas.

TR TR TR TR TRl
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. Solucionario
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7. Estudia la posicidn relativa de los siguientes
pares de planos.

a m 3x-y+2z=0
n:6x -2y +4z-1=0

b) m: 2x-y+3z+4=0
n:x+3y-2z+1=0

c) m 5x-2y+3z+7=0
n':2x -3y +7z-1=0

d m: z+1=0
n:z=1

a) paralelos;
b) se cortan
C) se cortan

d) paralelos

2.4. Posicién relativa de dos planos

Veamos las posiciones relativas que pueden presentar dos planos L (P; G ,¥) y L'(Q;

cada uno de ellos dado por su ecuacién general:

L:Ax+By +Cz+D=0
L:AX+BYy+Cz+D'=0

Pagina 160

Para hallar las posiciones relativas, consideramos el sistema formado por las dos ecuaciones:

v,

Sistema consistente indeter-
minado: Sus soluciones de-
penden de dos parametros.

Equivale a:
A_B_C_D
ATB C D

Los planos son coincidentes.

Asi, por ejemplo, los planos L
yL:
L:0,6x-0,2y-0,4z+2,4=0
Li3x-y-22+12=0
son planos coincidentes,
puesto que:

06 _-02_-04 24

3 1 2 1

~

Sistema inconsistente:  No
hay punfos comunes.
Equivale a:
A _B _C D
ATE T
Los planos son paralelos.

Asi, por ejemplo, los planos L
yL
L:2x+3y-z+1=0
Lidx+6y-22+7=0

son planos paralelos, puesto

I D S
4 7

Sistema consistente indeter-
minado: Sus soluciones de-
penden de un pardmetro,

Equivale a:

;oé$c—;og$£

— *
A O N TR
Los planos son secanfes, es
decir, se cortan en una recta.

Asi, por ejemplo, los planos L
yr
L:2x-y+3z+1=0
Lix+y+52+4=0
son planos secantes, puesto
que:
2 -1 3
S B A
1717 s

H Tabla 4.

7. Estudia la posicion relafiva de los siguientes pares de planos:

T
i

!

' a m3x-y+2z=0
!

| T 6x- 2y +47-1=0
!

!

!

'

!

!

|

b, m2x-y+3z+4=0
Tix+3y-22+1=0

. mSx-2y+32=0
wix-2y +42-1=0

d mz+1=0

miz=1




. Solucionario

2. Indica la posicién relativa de las siguientes

— rectas y planos respecto de los ejes y planos
Pagina 162 de referencia.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, a {x -2-5=0 c { =2
§ 2.6. Posicion de planos respecto de la referencia ; y= 2 y= -3
Plano XY :
Vectores directores: { = (1,0, 0, = (0, 1,0). Un punto: (0, 0, 0) : b. y=0 d x=3

T (x,%2) =(0,0,0) +A(1,0,0) +p(0,1,0)
mz=0

Plano XZ

Vectores directores: i = (1, 0, 0), k = (0, 0, 1). Un punto: (0, 0, 0) : e. X = g. X =
1 (%,y,2) = (0,0,0) + A (1,0,0 0,0,1 :
T (x,y,2) = ({ ra:;:(o )+ 1 ( ) y=-1+k —
Plano YZ : _
Vectores directores: | = (0,1,0), k= (0,0,1). Un punto: (0,0, 0) 1 z=1
:(%,y,2)=(0,0,0)+2(0,1,0 0,0,1
T (x,y,2) = ({ 73:‘;:(0 ) + 1 ( ) £ 37=5 h 5y—2x=0

Plano paralelo al plano XY
Vectores directores: | = (1,0,0), f= (0,1,0).Un punto: (a, a, a,)

(% y,2) = (a,3,a,) +A(1,0,0) + u (0,1,0)
mzZ=a,

a) Recta paralela al plano XZ;

Plano paralelo al plano XZ
Vectores directores:i = (1,0,0), k= (0,0,1).Un punto: (a, a, a,)

XYz =(@,a, ;ié)y+:7\a(zl, 0,0) +u(0,0,1) 3 b) P|CIHO XZ;
Plano paralelo al plano YZ :

Vectores direcrores:f: (0,1,0), k= (0,0,1).Unpunto: (a, a, a,) |
™ 00%) = 2,25 2) $A(0,1,0) +1.(0.0,1) | ¢) Recta paralela al eje 0Z;

Plano paralelo al eje 0X
n:By+Cz+D=0

d) Plano paralelo a YZ;
Plano paralelo al eje 0Y
n:Ax+Cz+D=0

Plano paralelo ol efe 07 § e) Recta paralela al eje 0OY;

n:Ax+By+D=0

® Tabla 6.
. _ f) Recta paralela al plano XY;
8. Indica la posicion relativa de las siguientes rectas y respr y planos de refe
a {errS:O c. {x:Z e [x:Z 5 ) {x=l] :
2 y=2 y=-3 y=-1+ z=1 H .
2=t § Q) Recta paralela al eje 0Y;
i booy=0 d x=3 f. 3z=-5 h. Sy-2x=0 ! '

h) Plano corta los fres planos de referencia
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. Solucionario

Determinamos la posicion relativa entre r y T estu-
diando la compatibilidad del sistema formado por las
ecuaciones implicitas de ry la ecuacion general de T

5.6. Distancia entre recta y plano

X+y=-3

Observamos las posiciones relativas de una recta y un plano para deducir cémo calcular

2 X—7= 0 las distancias. .
Calculamos el rango de la matriz de coeficientes y de
la matriz ampliada: = fig. 9 dED=0  dEL=0

+ Sila recta estd incluida en el plano o si la recta y el plano son secantes, su distancia es
cero, d(r,L) =0

11 0
M[=]2 0 -1|=0= rang (M) <3
1 -1

+ Silarectay el plano son paralelos, calculamos su distancia torando un punto P cualquie-
ra de la recta ry hallando su distancia al plano L.

d(;;L) = d(P, L) donde Per

Hallemos la distancia entre:

<
| o Loectarx-2=y=z+1yelpianoLix+y-22+3=0.
E b. Larectar(xy,7) = (2,1,0) +A(1,4,-3) y el plano L x +y +2z-1=0.
1 1 (| Resoivemos:
i
a. Escribimos los ecuaciones implicitas de la recta r y consideramos la matriz M y la matriz ampliada M’
2 0 Xoy-2=0 11 0|2 110 2
LR TN M= |10 (3] m=[01 a1
= 11 2103 00 0 1

Como M tiene dos filas no nulas y M' tiene fres, r y L son paralelos.
Para hallar la distancia de r a L, calculamos la distancia de un punto de la recta al plano L; considera-
mos, por ejemplo, P = (2,0, -1).

2 0] 0|=-2#0=rang M) =3 g 2HL0E (D3 7 7V
g ( ) dir, LI = d(P, L) Nerseroro “%"e

b. Consideramos el vector director de la recta, v =(1, 4, -3). y el vector normal del planon =(1, 1, 2), y
efectuamos su producto escalar:

(1,4,-3)-(1,1,22-1%0

La recfa y el plano no son paralelos y, por tanto, d(r; L) = 0.

Como rang (M) =2yrang (M') =3, larectay el plano
son paralelos.

9. Determina, la distancia enire la recfa ry el plano x.

+3=0
I X3x+y-z+4=0
N 2x-z=0

ki SO N SV A 5 W
7 3 R VS¥TTm ot

. Halla la ecuacién general del plano x que contiene ary es paraleo a's.

10.Seanlas rectas i

La distancia del plano a la recta coincide con la dis-
tancia del plano a un punto cualquiera de ella,
por ejemplo al punto P, cuya primera coordenada
esx=0:

Prohibida su reproduccién

b. Determina la distancia del plano x a la recta s.

H :
: :
: '
: :
: '
: :
: :
: '
: :
: '
: :
: :
: '
: :
: '
: :

= —2 * O = rang (M) = 2 ! asociadas al sistema formado por las ecuaciones de ry L. para hallar su posicién relativa. !
: '
: :
: '
: :
: :
: '
: :
: '
: :
: :
: '
: :
: '
: :
: :
: i

0+y+3=0 Y= =8 e
= =P =(0,-3,0)
2.-0-2=0 z=0

[3-0-3-0+4]
3% +12 4 (1)

1 V11

d(r,n=d(@,n) =

Vo1

b) Por hipétesis, T es paralelo a s, luego la distancia
entre Tys coincidira con la distancia entre 'y cual-

a) Como T debe contener a r vy ser paralelo a s, se : .
quier punto de s, por e¢jemplo P = (0, -1, 0):

cumple:

A=(-1,0,0)e & d(n,s)=d (n,P) =
]9-0-4-(-+3-0+9]

Ademas, U =(2,3,-2) junto con V=(1,3,1)

son vectores directores de . \/92 + (—4)2 +32
Asi, la ecuacion general de T es: 13 134106

106 106
x+1 2 1

y 3 3|=9x-4y+3z+9=0
z =21
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y problemas

» Rectas y planos en el espacio

1. Dados los puntos A = (3,1, 0), B = (0,2,1) y
C=(1,4,2). compruebasi pertenecenaroar’

3x+2y-11=0 x =3k
T 2y-3z-2=0 rid y=2+k
z=1+k

2. Defermina m y n de forma que la recta r pase
por el punfo A = (3,2, -4).

rxy2) =G m-1)+k®1,-3)

©

Determina la ecuacisn de la recta que pasa por
los punfos A= (2,1,0)y B = (0,3, 2) y exprésala
como interseccién de dos planos,

IS

Escribe as ecuaciones generales de los planos
determinados por:

a.Elpunto A = (1,-1,3) y los vectores directores:
0=(2,1,0)yv=(1,4,-2)

b.Lospuntos A= (3,1,0),B=(0,1,0)yC=(1,1,1).

c.ElpuntoA=(3,1,4) ylarectar.

d. Elpunto A = (2,4,0) y que es pardlelo al pla-
no de ecuacion T 3x - 2y + 52+ 1=0,

o

Determina la ecuacion del plano con vector di-
rector 0’ = (1, 2, 3) y que contiene la recta que
pasa por el punto P = (1,1, 1) y fiene como vec-
for director V' = (1,1, 1).

o

Di si las rectas ry r’ determinan un plano.
{ Sx+y-7=0 {x>y+1>1:0
r r:

2=0 2=0

7. Determina la posicién relafiva de las rectas de
Rryr.
z-1
rx-1=y= L=
x-4

=

=y-2=2-4

8. Determina la posicion de estos pares de rectas .
si son secantes, halla el punto de corte:

ar:(y2)=(170+k231)

e ri(xy2)=(20,-3)+k(15-4)

L xy-2=0
v
x+z+1=0

9. Considera las rectas ry s:
X+y+z=2 Bx-y-z=1

: st
x+2y-32=8 " x-y+z=-2

~Halla el valor del parametro B para el que se
cortan y caleula su punto de corte.

10. Caleula la ecuacién de la recta que pasa por el
origen de coordenadas y es pardlela a la recta
Inferseccion de los siguientes planos:

Lix+2z+1=0
Lix+3y-2+2=0

Escribe las ecuaciones generales de los planos de-
terminados por:

a) Elpunto A= (1, -1, 3) y los vectores directores:
u=(210yv=(»1,4-2).

b) Lospuntos A=(3,1,0),B=(0,1,00y C=(1,1,1).

c) Elpunto A=(3,1,4)ylarectar.

r.x+2_y—1_z+3
1 2 4

d) Elpunto A= (2, 4, 0)y que es paralelo al plano
de ecuacion m: 3x—-2y+5z+1=0.

Sol.:a)2x—-4y—-7z+15=0;b)y-1=0;

c)14x+13y—-10z-15=0;

d)3x-2y+5z+2=0

Determina si los puntos A= (3,1,2), B=(0,1,2),
C=(4,4,1)y D=(1, 1, 1) son coplanarios.

Determina la ecuacion del plano con vector director
U = (1,2,3) yque contiene la recta que pasa por el

-Describe el procedimiento empleado.

punto P = (1, 1, 1) y tiene como vector director
v =(,1,2.

76 Sol:m: (x, % 2)=(1,1,1)+A(1,2,3)+u(1,1,1)

. Solucionario

Dados los puntos A= (3,1, 0), B=(0, 2, 1)y
C=(1, 4, 2), comprueba si pertenecenaroar’.

Di si las rectas r y r' determinan un plano.

5x+y-7=0 X-y+z-1=0
r: Ir:
z=20 z=0

= 3k
=2+k
=1+k

_{3X+2y—11=0 p

‘| 2y-3z-2=0

N < X

Determina my n de forma que la recta r pase por
el punto A= (3, 2, -4).

rr(xy,2=0@,m-1)+k(n, 1,-3)
Sol.m=1,n=0
Determina la ecuacion de la recta que pasa por los

puntos A=(2,1,0)y B=(0, 3, 2) y exprésala como
interseccion de dos planos.

I
o

SoI.:r:{Xer_g
y-z-1

Il
o
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. Solucionario

.Determina la posicién de estos pares de rectas y, si
son secantes, halla el punto de corte:

a r:(x,y,z)=@1,7,0)+ k(2,3,))

r"f y-5 z+1
2 3 1
b) r.x—l_y+1_£
2 1 3
- xX-2y-3=0
"13y-z+3=0
c) LX=3 _y+l_ z

1 )

r'i(x,y,2) = (4,1,3) + k(3,-5,0)

2

D Rectas y planos en el espacio

X = 3 k | 1. Dados los punfos A = (3,1, 0), B = (0,2, 1) y
- | €= (1,4, 2), comprueba si pertenecen aroar’.

: x+2y-11= x =3k
rily=1-5k ; e { ,

y=2+k
z=1+k
z=2+4 k 2. Defermina m y n de forma que la recta r pase
por el punfo A= (3, 2,-4).
ry2) =@ m-1)+km,1,-3)

d)

z+1
4 1

x—l_L_
1 -3

r

3. Determina la ecuacion de la recta que posa por
los puntos A = (2,1,0)y B= (0,3, 2) y exprésala
como inferseccién de dos planos.

r:(x,y,z)=(2,0,-3) + k(1,5, -4) a
r’:{

Considera las rectas ry s:

Halla el valor del parametro B para el que se cor- P
tan y calcula su punto de corte. :

Sol:B=2;P=(,2,-1)

e)

Escribe las ecuaciones generales de los planos
determinados por:

a.Elpunto A = (1,-1,3) y los vectores directores;

U=(2,1,0)yv=(1,4,-2)
b.Lospunfos A= (3,1,0),B=(0,1,0)yC=(1,1,1).
c.Elpunto A= (3,1,4) ylarectar.

X-y-2=0
X+z+1=0

: coX42 _ y-l 243
. — _ : 1 2 T
SOI" e) P_ (2' 0' 3) d. El punto A = (2, 4, 0) y que es paralelo al plo-

no de ecuacion m: 3x - 2y + 52+ 1=0,

5. Determina la ecuacion del plano con vector di-
recfor U = (1, 2, 3) y que contiene la recta que
pasa por el punfo P = (1,1, 1) y fiene como vec-
for director V' = (1,1, 1).

-2 ;

X+y+z=2
X+2y-3z=8

Bx-y-2z
X-y+z

o

. Disilas rectas r y r' determinan un plano.
{ Sx+y-7=0 {X-y+1-l=°
I r

2=0 2=0

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el ori-
gen de coordenadas y es paralela a la recta inter-

3
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7. Determina la posicién relativa de las rectas de
Lryr.

z-1
2

rx-l=y=
x-4

St =y2=2-4

T

8. Determina la posicion de esfos pares de rectas y,
sison secantes, halla el punto de corte:

ar:(uyz)=(170+k231)

X y-5 2+l
2 3 T
b x-1_y+l _ 2
Tz T2 T3
x-2y-3=0
Tl sy-z43=0
CpX3_yrl_ oz
3

e r:(xy2)=(20-3)+k(1,5-4)

{

x-y-2=0

x+z+1=0

9. Considera las rectas ry s:

Px-y-z=1

st
X+2y-3z =8 x-ytz=-2

~Halla el valor del parémetro B para e que se
cortan y caleula su punto de corte,

X+y+z=2 {

0. Caleula la ecuacion de la recta que pasa por el
origen de coordenadas y es pardlela a la recta
inferseccion de los siguientes plancs:

Lix+2z+1=0
Lix+3y-2+2=0
~Describe el procedimiento empleado.

seccion de los siguientes planos:
n:X+2z+1=0
T X+3y -z+2=0
— Describe el procedimiento empleado.
Sol.:r:(x, ¥, 2=(0,0,0)+ k(-2,1, 1)




- Solucionario

Da la posicion relativa de los siguientes planos:
a m3x-2y+z-3=0
n:x+y—-2=0
b) X=A+U
mAay=3-U
zZ=MA+2u

nx-y-z-3=0

c) m:(x,y,2)=@1,-7,00+ A (1,-3,4) + u(2,-10)
n:4x +8y+5z2-3=0
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a) Secantes; b) Paralelos; c) Paralelos

Considera la recta ry explica por qué el plano & la

11. Da la posicién relativa de los siguientes planos
a Li3x-2y+2-3=0
Lix+y-2=0

b. X=A+p
Li{ y=3-p Lix-y-z-3=0
z=A+2
c Li(yz)=(1-7,00+A(L-34) +n2-1,0)

L:4x+8y+52-3=0

12. Considera la recta ry explica por qué el plano &
la contiene para cualquier valor de A.

ax+by+cz=d
Tlax+byrcz=d
L (a+2a)x + (b + Ab)y + (c+Ac)z = d + Ad'

~Caleula la ecuacién del plano que pasa por el
punto (0, 1, 2) y contiene la recta

L[ x-y+z=2
'
x+y-z=1
13. Determina el valor de f para que los tres planos
siguientes se corten en una misma recta:
Lix+y =1;L,:px+z=0

17. Considera [os rectos Ty s, y determina para qué
valor de m estan confenidias en un mismo plano,

pXl_y _zem
2 -1

X oy ozl
2 m 2

~5im = 1, halla la ecuacion de la recta que pasa
porel punto A= (1,1,2) y cortaaryas.

18. Calleula el ngulo formado por los rectas ry s en
cada uno de los siguientes casos:
a r&yn)=(10-3)+k322)
s (xy,2) = (2,-3,0) +k(2,-2,-1)

_y+3_
=13
g X2 _y-1 _z-1

B T R}
c. Larecta r pasa porlos puntos A = (1,0,3)
¥ B=(21,1) y los ecuaciones implicitas
dessonx=0ey=3

o X1 z-1
T2 1

19. Caleula el anguio que deferminan en cada
caso los siguientes pares de planos:
a Lix-2y+z+3=0yLiy+z-1=0

contiene para cualquier valor de A.

ax+by+cz=d

{ ax+by+cz=d
m(@a+ra)x+b+Ab)y+(c+Aic)z=d+Ard’

— Calcula la ecuacion del plano que pasa por el

punto (0, 1, 2) y contiene la recta r".

o X-y+z=2
lx+y-z=1

Lex+ (B +1)y+pz=B+1 b, Li(xy2)=(315) +A(1,-3,4) +1(0,1,0)y
Lix=0

14. Halla las ecuaciones de las dos rectas en que el Sol.: x-3 y+ 3z-3=0
plano L, de ecuacién Lix +y +z=1,corlalos 20, Determina el éngulo que forman la recta ry el
planosL;x-y- z=0yL:X-y+2=0,yaverigua plano L en los siguientes casos:

la posicién relativa de dichas rectas. o B&yD= @10 +kL-24)

15, Estudia la posicién relafiva de las rectas y 1os plo- Lix-y+3z-1=0
nos cuyas ecuaciones fespectivas son:

Determina el valor de B para que los tres planos si-

alLix+3y+z-1=0 b LSx+y=0 o r:{“‘ys:0 L:3x-z+1=0 i f H .
2y +z-4=0 x-Sy +3=0 Bbu1=0 ; guientes se corten en una misma recta:
“{ xty=0 “{ 2=0 o rGyD= G20 +k1L43) :

16. Halla el valor de m para que s s' sean paralelas. LGy = (L LOTAA-2 1) +p(E0.1)

sy = (3,21 +k(4,1,9)
_ 21. Determina la ecuacion de la recta que pasa por
+my-z+1=0
s { xrme elpunto A = (2,1,0)y corfa perpendiculamente
2x-y+z-1=0 alarectar: (x,y,z) = (2,3,-5) + k(1,2,-3).

n:X+y=1; m:Bx+z=0
X +B+D)y +Bz=pf+1

g § Sol.:B=00PB=-1

Halla las ecuaciones de las dos rectas en que el
plano =, de ecuacion n,;: X+ y+ z=1, corta los pla-
nosm,, x—y—-z=0ymn,;: x—-y+z=0,y averigua
la posicion relativa de dichas rectas.

Demostrar

15. Estudia la posicion relativa de las rectas y los pla-
Nos CUyas ecuaciones respectivas son:

aLix+3y+z-1=0 b.L:5x+y =0
2x-y+z-4=0 x-5y+3=0

r: r:
x+y=0 z=0
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. Solucionario

Halla el valor de m para que sy s”sean paralelas.
s:(x,y,2)=3,2) + k(-4,1,9)
s,.{x+my—z+1:0
1 2x-y+2z-1=0

Sol.. m=13

Estudia las posiciones relativas del plano tt y de la
recta r segun los valores del parametro m.
3Ix+y=1

nmmx -3y +2z=1 r:

y {Zx -y+mz=1

Sol.: m=1, r contenida en nt; m=-10, ry & paralelos;
me R-{1, -10}, secantes

Considera las rectas ry s, y determina para qué va-
lor de m estan contenidas en un mismo plano.

x—1_z_z—m

r.

2 " m 2

— Sim=1, halla la ecuacion de la recta que pasa
por el punto A=(1,1,2)y cortaaryas.

X-y+z-2=0

Sol..m = 0;r’:
X-4y+z+1=0

46. Calcula el angulo formado por las rectas ry s en
cada uno de los siguientes casos:

arfxyz)={-1,0-3+ k(3,22)
siy2)=(2-30 +k(2-2-1
f-!'r_x—i_:.r+3_z—1
T T S
x-2 y-1_z_1
I T
c) La recta r pasa por los puntos A= (1,0, 3}y
B=(21, 1)y las ecuaciones implicitas de 5 son
x=0ay=3
Sol:a}a = B0" b) = B0"; g} x = 35,3"

&5

47. Calcula el angulo que determinan en cada caso los
siguisntas paras da planos:
Arx-2¥+7Z+3=0yn"y+z-1=0
B omixy.z)= 31,5+ A (1,3, 4)+ n (01,0)

yrtx =10

Sol:a)a=T732% b)a=14,0°
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11. ba la posicién relafiva de los siguientes planos:
a Li3x-2y+z-3=0
Lix+y-2=0

b (x=A+n
L y=3-p  Lix-y-z-3=0
z=A+2
o Li(yz)=(1,7,0)+A(1,-3,4) + (2 -1,0)
Lidx+8y+52-3=0
12. Considerala recta 'y explica por qué el plano
o contiene para cualquier valor de A
ax+by+ez=d
Plaxtbytcz=d
L (a+2a)x + (b + Ab)y + (c +Ac)z =d + Ad'
~Caleula la ecuacién del piano que pasa por el
punto (0,1,2) y confiene la recta r’.

L[ x-y+z=2
'
x+y-z=1
13. Determina e valor de 3 para que los tres planos
siguientes se corten en una misma recta:
Lix+y =1;L,:px+z=0
Lix+ (B +1)y+pz=p+1

14, Halla las ecuaciones de las dos rectas en que el
plano L, de ecuacién Ly:x +y +2z = 1, cortalos
planos L x-y- z=0yL,x-y +z=0,y averigua
a posicion relafiva de dichas rectas.

15, Estudia la posicion relafiva de las rectas y los plo-
nos cuyas ecuaciones respectivas son:
alLix+3y+z-1=0 b LSx+y=0

2x-y+z-4=0 x-5y+3=0
r r
x+y=0 z=0
16, Halla el valor de m para que s y s’ sean paralelas.
s (%7 = (3,21 +k(-41,9)
L[ x+my-z+1=0
S 2xey+z-1=0

17. Considera las rectos r y s, y determina para qué
valor de m estn confenidas en un mismo plano.
pXl_y _zm
3 B 1

~Sim = 1, halla la ecuacion de la recta que pasa
porelpunto A=(1,1,2) y cortaaryas.

18. Caleula el angulo formado por las rectas Ty s en
cada uno de los siguientes casos:

a ey = (-1,0-3)+k3,2,2)

sy 7)= (2.-3,0) +k(22,-1)
b or Xl _y*3_z-l
2 T T
o X2yl _z-1
T 3 T

¢ Larecta r pasa porlos puntos A = (1,0,3)
yB=(21,1)y los ecuaciones impiicitas
dessonx=0ey=3.

19. Caleula el Gngulo que deferminan en cada
caso los siguientes pares de pianos:
a Lix-2y+z+3=0yliy+z-1=0
b Li(xy2) =315 +A1-34+u01,0y
Lix=0

20. Determina el Gnguio que forman la recta ry el
plano L en los siguientes casos:
a r(yz= @L0)+k1,24)
Lix-y+32-1=0
oo [ xHY3=0 pigyap1=0
2x42-1=0
o r(yD= (G20 +kd1,4,-3)
Li(xy2) = (4,1,0)+A(L-2,1) +u(3,0,1)

21. Determina I ecuacion de la recta que pasa por
elpunto A = (2,1,0)y corta perpendiculammente
alarectar: (xy,2) = (2,3,-5) +k(1,2,-3).

48. Determina el sngubo que forman ks recta ry ol pla-

no x an los siguientes casos:

a) iy, z) = (21,00 + k{1,-2.4)

nx-y+3z-1=0

) |x+y-3=0
‘2% +z-1=0

m3x-z+1=0

e r:lxy. 2) = (3,-2.0) + k(1,4,-3)
miy.z) =410+ (1 -2 +pn (3,01
Sol:ag)a=807"; b)a=402" c)a =208"

49. Determina la ecuacion de la recta gue pasa por el

punio A= (2, 1, 0} ¥ corta perpendicularmenta a la
recta r: (¢, ¥, 2)= (2,3, -5)+ k (1, 2, -3).

Solor:{xy, )= (2 1, 0)+ k (18, 10, 13)



AMPLIACION DE CONTENIDOS

Las siguientes ilustraciones te serdn de gran
utilidad, a la hora de realizar los ejercios
propuestos en esta unidad, podrds visua-
lizar las diferencias que hay entre las po-
siones relativas de las rectas y los diferen-
tes tipos de figuras conicas que hemos
fratado en este bloque.

Sistemas de coordenadas

P(X, ) P=(a)

Sdloccocoooca)

Eje polar

Cambios de coordenadas cartesianas-polares:

X=rcoso;y=rsenao

r=Jx®+y% a=arctg L

X

Z Z
posssas 5 z
Rl S~ P o, 2)
I'P(x,y,z) »
)
o i
/ LYY /%’\ Y/(x>\,
XA e e e e = v fameeeeNy L2
X X X

Cartesianas Cilindricas Esféricas

Cambios de coordenadas cartesianas-cilindricas:

X=rcoso;y=rseno;z=z
r=Jx®+y% a=arctg L ; z=z2
X

Cambios de coordenadas cartesianas-esféricas:
x=psenfcoso ; y=psenfseno ; z=pcosp

[,2 2
p:Jm;cx:arctg Y ; B=arctg NX A z+y

X
Posicion relativa de una recta y una conica

Una recta es tangente a una coénica si la corta en un punto.

La recta normal a una coénica en un punto es la recta perpendi-
cular a la recta tangente en ese punto.

t n

e Si el sistema formado por la ecuacion de la cénica y la ecua-
cion de la recta tiene dos soluciones, la recta es secante a la

conica.

o Si el sistema tiene solucién doble, la recta es tangente a la co-

—=
@

e Si el sistema no tiene solucién, la recta es exterior a la

coénica.

e Si el sistema tiene una Unica solucién, la recta corta a la c6-
nica pero no es tangente.

Funciones
Limites:

lim f(x)=L=Ve>0,38>0|0<|x-X|<d = |f(X)-L|<e

X=X,

Limites finitos y operaciones

— El limite, si existe, es Unico.

%N
S
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

Las leyes de Kepler describen la cinemdtica del movimiento de los planetas en
torno al Sol.

Primera ley
Los planetas describen orbitas elipticas estando el Sol en uno de sus focos

Una elipse es una figura geométrica que tiene las siguientes caracteristicas:
Semieje mayor a=(r2+r1)/2

Semieje menor b

Semidistancia focal c=(r2-r1)/2

La relacién entre los semiejes es a2=b2+c2

La excentricidad se define como el cociente e=c/a=(r2-r1)/(r2+r1)

Segunda ley

El vector posicién de cualquier planeta respecto del Sol, barre dreas iguales de la
elipse en fiempos iguales.

La ley de las dreas es equivalente a la constancia del momento angu-
lar, es decir, cuando el planeta estd mds alejado del Sol (afelio) su ve-
locidad es menor que cuando estd mds cercano al Sol (perihelio). En
el afelio y en el perihelio, el momento angular L es el producto de la

masa del planeta, por su velocidad y por su distancia al centro del Sol.
http://goo.gl/gWRgSO

perihelio afelio
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Pagina 178

ﬂ Para finalizar

@) Encuentra la ecuacisn de la recta s que @ Halla o ecuacién del plano que pasa por

pasa por un punto A=(1,1,1), es paralela el punfo A = (1, 2, 3) y es perpendicular al

alplano Ly estd situada en el mismo plano eje OZ.
que larectar.
Lix-2y-2=0 () Caleula el perimetro P del triangulo cuyos
x-1 y z vértices se sitian en los puntos: A = (2, 1,5);
P = = — B=(0,1,3)yC=(2-1,4)

@) Considera las rectas r y s dadas a conti-
nuacién, y describe sus posiciones relati-

| vas segun el valor del parémetro m. Halla
| el punto de corte, si existe.
|

[ x-2y-1=0
| e X+y+z-1=0 P = (3,4, 1), calcula la distancia entre ellos
| y halla el plano L que los contiene a ambos.
1 .. { y-z-2=0

“lx-2y+2z2-m=0

@) calcula la distancia del punto A = (1, -4, 2)
alarectar: (x,yz)=(1,0,0)+k(23,1).

@) Dados la recta r:{;zgz y el punto

Calcula la distancia del punfo A = (3, 0, -2)

() Halla el plano L perpendicular a la recta alplano L:3x-y +z+1=0.

sy que pasa por el punto B =(0, 1, 2) y el
plano L' que contiene asy es paralelo as'.

. {Zx+y-z+1=0

() Hallala ecuacion de larecta's que pasa por
elpunto A= (1,0,-2) y corta las rectasry r'.

x-y+z-3=0 r(%y2)=(0,1,-1) +k(-11,3)
S,_{Zx+3y—z=0 poXl _y _z+1
L x+y+2z-1=0 2 1 -1

m Halla la ecuacién de la recta s que pasa
por un punfo A = (1, 1, 1), es paralela al
plano L y estd situada en el mismo plano
que larectar.

@) petermina los ecuaciones de fodos los pla-
nos paralelos cuya distancia al plano
L:2x-3y+z-1=0sea igual a3v2.

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevallate en tu cuadermo:

+Trabajo personal +Trabajo en equipo
oo s micens o) (e QU
« Escribe la opinién de tu familia, « Pide a tu profesor o profesora suger-
- encias para mejorar y escribelas.
78]

- Solucionario

1.

Encuentra la ecuacion de la recta s que
pasa por un punto A=(1,1,1), es paralela
al plano Ly estd situada en el mismo pla-
no que larectar.

L:x-2y-z=0

r(x-1)/1=y/2=z/3
<x,y,z= <1,1,1>+k<1,0,1>

Considera las rectas r y s, dadas a con-
finuacioén, y describe sus posiciones re-
lativas segun el valor del pardmetro m.
Halla el punto de corte, si existe.

r{(x-2z-1=0@x+y+z-1=0)

s: {(2x+y-z+1=0@x-y+z-3=0)

s: {(y-z-2=0@x-2y+2z-m=0)

Sin respuesta

Halla el plano L perpendicular a la recta
S y que pasa por el punto B=(0,1,2) y el
plano L' que contiene a sy es paralelo a

S.

s {(2x+3y-z=0@-
x+y+2z-1=0)

Liy+z-3=0,L"8x+7y-7z+11=0

4.

Defermina las ecuaciones de todos
los planos paralelos cuya distancia al
plano L:2x-3y+z-1=0 sea igual
a3\2

L:2x-3y+2-1-6\7=0, L:2x-3y+z+1+6\7=0

5.
6.
7.
8.

BUSCAR
BUSCAR
BUSCAR
BUSCAR

S
~ ™
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UNIDAD 6

CONTEMIBOS:

[
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Eje

.y Contenidos
tematico

. Operaciones con sucesos
. Sucesos compatibles y sucesos incompatibles

i 1. Sucesos
: . Sistemna completo de sucesos

: 2.1. Definicién experimental
i 2. Probabilidad i 2.2. Definicion axiomdtica
: : 2.3. Propiedades de la probabilidad

: 3.1. Concepto
: i 3.2. Propiedades de la probabilidad condicionada
3. Probabilidad condicionada 3.3. Sucesos dependientes y sucesos independientes
: : 3.4. Teorema de la probabilidad total

: 3.5. Teorema de Bayes

4.1. Concepto
4.2. Tipos de variable aleatoria

Probabilidad

7.1. Esperanza
72, Varianza

8.1. Distribucién de Bernoulli
8. Distribuciones discretas 8.2. Distribucién binomial
8.3. Distribucién de Poisson

9.1. Organizacién de datos
: i 9.2 Andilisis de datos
¢ 9, Variables aleatorias : 9.3. Ipfggpretacion grdfica de la relacion entre varia-
: 9.4. Coeficiente de Pearson

: 9.5. Regresion lineall
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Fﬁ ELEMENTOS DEL CURRICULO
gy TN

Niveles y subniveles educativos

Bachillerato general unificado

* Valorar sobre la base de un pensamiento critico, creativo, reflexivo y 1dgico la vinculacion de los
conocimientos matemdticos con los de otras disciplinas cientificas y los saberes ancestrales para
plantear soluciones a problemas de la realidad y contribuir al desarrollo del entorno social, natural
y cultural.

» Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de herramientas matemdticas al momento de
enfrentar y solucionar problemas de la realidad nacional demostrando actitudes de orden, perse-
verancia y capacidades de investigacion.

Objetivos del drea por subnivel
*  O.M.5.6. Desarrollar la curiosidad y la creatividad a través del uso de herramientas matemdticas

al momento de enfrentar y solucionar problemas de la realidad nacional, demostrando actitu-
des de orden, perseverancia y capacidades de investigacion.

Objetivos integradores de subnivel

Ol.5.6. Aplicar perspectivas multidisciplinares a la resolucidn colaborativa de situaciones problemdti-
cas, partiendo del andlisis de procesos sociales, naturales, econdmicos y artisticos, por medio del
uso técnico y responsable de diversas fuentes, la fundamentacion cientifica, la experimentacion
y la tecnologia.

Ol.2.7. Comunicarse en forma efectiva a través del lenguaje artistico, corporal, oral y escrito, con los
cédigos adecuados, manteniendo pautas bdsicas de comunicacion y enriqueciendo sus produc-
ciones con recursos multimedia.

Criterio de evaluacién

* CEM.5.10. Emplea técnicas de conteo y teoria de probabilidades para calcular la posibilidad de
que un determinado evento ocurra; identifica variables aleatorias; resuelve problemas con o sin
TIC; contrasta los procesos, y discute sus resultados.

Indicadores para la evaluacién del criterio

1.M.5.10.1. Identifica los experimentos y eventos de un problema y aplica las reglas de adicidn, comple-
mento y producto de manera pertinente; se apoya en las técnicas de conteo y en la tecnologia
para el cdiculo de probabilidades, y juzga la validez de sus hallazgos de acuerdo a un determi-
nado contexto. (1.4.)

LIM.5.10.2. Identifica variables aleatorias discretas y halla la media, varianza y desviacion fi-
pica; reconoce un experimento de Bernoulli y la distribuciéon binomial para emplearlos
en la resolucién de problemas cotidianos y el cdiculo de probabilidades; realiza graficos
Con el apoyo de las TIC. (1.3.)
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Orientaciones metodoldgicas para la evaluacion del criterio

e Comprobar el desarrollo de las destrezas necesarias para la aplicaciéon de la estadistica des-
crptiva, medidas de tendencia central y de dispersion, para el andlisis de datos agrupados y no
agrupados. Ademds de calcular e inferpretar el coeficiente de variacién, determinar los cuantiles
y deciles, y realizar sus representaciones grdficas.

Bdsicos imprescindibles Bdsicos deseables

Eje temdtico Destrezas con criterio de desempeno

e Resolver y plantear problemas de aplicacion de las medidas de tendencia central y
de dispersién para datos agrupados con apoyo de las TIC.

* Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas de aplicaciéon de las
medidas de tendencia central y de dispersién para dafos agrupados dentro del con-
fexto del problema, con apoyo de las TIC.

ESTADISTICAY !
PROBABILIDAD i »Calcular e interpretar el coeficiente de variacién de un conjunto de datos (agrupados :
y NO agrupados).

e Reconocer los experimentos y eventos en un problema de fexto y aplicar el concepto
: de probabilidad y los axiomas de probabilidad en la resolucién de problemas.

 Deferminar la probabilidad empirica de un evento repitiendo el experimento aleato-
rio tantas veces como sea posible (50, 100,... veces) con apoyo de las TIC.

* Realizar operaciones con sucesos: union, interseccidn, diferencia y complemento, le-
yes de De Morgan en la resolucién de problemas.

e Aplicar los métodos de conteo: permutaciones, combinaciones para determinar la
probabilidad de eventos simples y a partir de ellos la probabilidad de eventos com-
estos en la resolucion de problemas.

Reconocer experimentos en los que se requiere utilizar la probabilidad condicionada :
i mediante el andlisis de la dependencia de los eventos involucrados y calcular la pro-
babilidad de un evento sujeto a varias condiciones aplicando el teorema de Bayes en
a resolucién de problemas. :

i *Reconocer variables aleatorias discrefas cuyo recorrido es un conjunto discreto en
i ejemplos numéricos y experimentos y la distribucion de probabilidad para una variable :
aleatoria discreta como una funcién real a partir del cdiculo de probabilidades ocu-§
 muladas definidas bajo ciertas condiciones dadas. ]

« Calcular e interpretar la media, la varianza y la desviacion estdndar de una variable
aleatoria discreta.

e Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas que involucren
el trabajo con probabilidades y variables aleatorias discretas dentro del contexto
i del problema.
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AMPLIACION DE CONTENIDOS W\
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DETERMINACION DEL AZAR

El nacimiento de la probabilidad se atribuye frecuentemente a B. Pascal (1623-1662) y a P. de
Fermat (1601-1665) y, concretamente, a la correspondencia que mantuvieron sobre juegos
de azar a instancias del caballero de Méré.,

Sin embargo, existen escritos de épocas anteriores que ya presentan ideas fundamentales
sobre probabilidad. Entre otras obras destacan: Liber de ludo alea de G. Cardano (1501-

15676), Sulla scoperta dei dadi de G. Galilei (1564-1642) y Summa de arithmetica, geome-
fria, proportioni et proportionalita de L. Pacioli (1445-1514), donde enuncia el problema del
reparto.Pascal senald en 1654 la existencia de una materia inexplorada: la reparticiéon del
azar en los juegos. Los problemas que aborda, sin embargo, superan esta cuestion e introdu-
cen los principios de la teoria de probabilidad.

Ademds, se convierten en fuente de reflexiones juridicas sobre problemas de reparto.
Ch. Huygens (1629-1695) elabord entre 1650 y 1660 De rafiociniis in ludo aleae, don-
de aparece el principio de la esperanza matemdtica y se infroduce el muestreo con y
sin reemplazamiento.

En la misma linea de trabajo aparecié en 1713 el Arts conjectandi, de Jacques Bernoulli
(1654-1705), quien elabord la ley de los grandes nimeros. Daniel Bernoulli (1700-1782), sobri-
no del anterior, desarrolld la primera teoria probabilistica de los errores de observacion en
astronomia.del reparto.

Pascal senald en 1654 la existencia de una materia inexplorada: la reparticion del azar en
los juegos. Los problemas que aborda, sin embargo, superan esta cuestion e infroducen los
principios de la teoria de probabilidad.

Ademds, se convierten en fuente de reflexiones juridicas sobre problemas de reparto.

Ch. Huygens (1629-1695) elabord entre 1650 y 1660 De ratiociniis in ludo aleae, donde apo-
rece el principio de la esperanza matemdtica y se introduce el muestreo con y sin reemplo-
zamiento.

En la misma linea de trabajo aparecié en 1713 el Arts conjectandi, de Jacques Bernoulli
(1654-1705), quien elabord la ley de los grandes ndmeros.

Daniel Bernoulli (1700-1782), sobrino del anterior, desarrollé la primera teoria probabilistica de
los errores de observacion en astronomia.

Apenas cimentada la teoria de la probabilidad, comenzaron sus aplicaciones en la cons-
frucciéon de tablas de mortalidad, rentas vitalicias...

Esto origind, a finales del siglo XVII, la aparicién de las primeras companias de seguros.
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Muchas obras de arte han representado el mundo de los juegos de azar. En la ima-
gen el grabado A game of whist, de I. R. G. Cruickshank.

DESARROLLO DE LA PROBABILIDAD

A. de Moivre (1667-1754) publicd las caracteristicas de la distribucion normal en su Doctrine
of Chances. Moivre elaboré ademds el teorema

de la probabilidad compuesta, la aproximaciéon de la distribucién binomial por la normal
y el primer teorema central del limite. T. Bayes (1702-1763) elabord el teorema que lleva su
nombre sobre probabilidad inversa. A finales del siglo XVl y principios del XIX C. Gauss (1777-
1855) y A. M. Legendre (1752-1833) realizaron grandes progresos en probabilidad, progresos
que fueron recogidos y sistematizados por P. S. Laplace (1749-1827) en una obra de mds de
800 pdaginas. Laplace introdujo novedades, como el método de los minimos cuadrados y la
segunda ley de los errores.

Hubo que esperar hasta 1933 para que A. N. Kolmogorov (1903-1988) desarrollara su teoria
axiomdtica de la probabilidad, inspirada en la teoria de la medida.

De esta manera la probabilidad deja de tener una definicién puramente experimental y
entra a formar parte de la matemdatica formal.

CENSOS Y DATOS ESTADISTICOS

La aparicién de la palabra estadistica es reciente, aunque la recogida de datfos, primera
fase de cualquier estudio estadistico, se remonta a la mdas lejana antigledad
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Planes de muestreo

Desde la Segunda Guerra Mundial, los planes de
muestreo para aceptacion se han convertido en
procedimientos estandar para asegurar la calidad

Las graficas que muestran dicha probabilidad en
funcién de p reciben el nombre de curvas carac-
teristicas de operacion, CO.

de los productos manufacturados. Con este propé-
sito se ha desarrollado una gran variedad de siste-

mas de planes de muestreo para aceptacion. Tres PA)

de los sistemas mas empleados son MIL-STD- 10 -

105D, MIL-STD-414 y el Dodge-Romig Sampling

Inspection Tables. 08 7

Un plan basico de muestreo para aceptacion con- _ n=50c=1

siste en seleccionar n articulos de un lote de ta- o8 o0 ees

mafio Ny aceptar el lote si el numero de articulos _ \ e
0.4 n=200c=4

defectuosos es menor o igual a un niamero de

aceptacion c, previamente estipulado. -

Un factor muy importante en un plan de muestreo
es la probabilidad de aceptar el lote P(A) dada 0 . " . . 010  p
una proporcién supuesta conocida de articulos de-

fectuosos p.

La paradoja de San Petersburgo

La esperanza matematica de un juego de azar se calcula multipli-
cando el valor de cada premio por la probabilidad de éste y suman-
do todos estos productos. Los hermanos Bernoulli plantearon en el
siglo xvin un juego similar al siguiente: se lanza una moneda hasta
gue salga una cruz. Si sale en la primera tirada, el jugador A paga
al B un euro; si sale en la segunda, dos euros; si sale en la tercera,
cuatro euros; y asi sucesivamente. ¢,Cual es la esperanza matema-
tica del jugador B? O, lo que es lo mismo, ¢cuanto tiene que pagar
de antemano el jugador B al A para que el juego resulte equitativo?

En resumen, el jugador B ten-
dria que pagar al A infinitos eu-
ros, para que éste osase jugar
a un juego tan peligroso para
sus ahorros. De no hacerlo asi,
el jugador B siempre jugaria
con ventaja, al menos en teoria.

El premio que recibe el jugador B depende de la tirada n en que

aparece la primera cruz, por lo que puede ser:
1,2,4,8, ..., 2"+ 1 euros

Por otra parte, la probabilidad de que salga cruz en la tirada 1, 2, 3,
., N es, respectivamente:

L6 &

Por lo tanto, la esperanza matemética es:

2 n
1~1+2~(1) +...+2”‘1-(l) S S S
2 2 2 2 2 2
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Estrategias de resolucion de problemas

La resolucién de problemas permite poner en practica
los conocimientos adquiridos en la materia de Mate-
maticas. Pero también es un fin en si misma, al permi-
tir afrontar y resolver multiples situaciones tanto de
otras materias (Fisica, Economia...) como de la reali-
dad cotidiana.

Cada problema puede considerarse un reto y un medio
eficaz para aprender a pensar. Las personas, dentro y
fuera del ambito escolar, utilizamos diversos procedi-
mientos para resolver los problemas. Existe, sin embar-
go, un método general de resolucion de problemas que
puede servirte de pauta para resolver otros muchos.
Sus fases son:

— Comprension del enunciado: nos aproximamos al
problema, identificamos todos sus términos, orga-
nizamos los datos que aparecen y dibujamos los
que son susceptibles de representacion.

— Planificacion de la resolucion: elaboramos conjetu-
ras y seleccionamos la estrategia de resolucion,
asi como las técnicas matematicas que vamos a
utilizar.

— Ejecucion del plan de resolucion: realizamos lo
preparado en la fase anterior.

— Reuvision del resultado y del proceso seguido: inter-
pretamos las posibles soluciones, contextualiza-
mos los resultados, reflexionamos sobre el proceso,
revisamos y/o modificamos el plan si es necesario,
y estudiamos otras posibles soluciones y planes al-
ternativos.

Ademas de la pauta general, ten en cuenta los si-
guientes consejos que te ayudaran a comprender el
enunciado:

¢ Léelo con atencion para evitar saltarte informacion y
observar posibles ambigliedades.

e Repasa los conceptos matematicos que intervienen
en el enunciado.

e Apunta los datos de que dispones. Puede ser util
disponerlos en forma de tabla o elaborar un dibujo y
anotarlos en él.

¢ Analiza si existe informacion superflua. En caso afir-
mativo, eliminala.

A continuacion, te presentamos algunas de las
estrategias de resoluciéon de problemas  mas comu-
nes. En las paginas 316 a 320 de tu libro de 1.° de
Bachillerato tienes un ejemplo resuelto de cada una
de ellas.

RESOLUCION GRAFICA

Muchas veces, la construccion de un grafico que
refleje las condiciones y los datos del enunciado
conduce directamente a la solucién del problema.

ENSAYO-ERROR

Esta estrategia consiste en experimentar con posi-
bles soluciones hasta dar con la correcta. Para ello,
seguimos estos pasos:

— Escogemos una posible solucion.

— Probamos si esta solucién satisface las condi-
ciones del problema.

— Maodificamos la solucion escogida en funcion del
resultado obtenido y repetimos el proceso hasta
obtener la solucion correcta.

RAZONAMIENTO INVERSO

Esta estrategia se aplica en la resolucién de proble-
mas en los que conocemos el resultado final y que-
remos determinar un valor inicial o una serie de
operaciones que nos conduzcan hasta él.

El método consiste en tomar el resultado como pun-
to de partida e ir retrocediendo hasta llegar a la
situacion inicial.

ORGANIZACION DE LA INFORMACION

En muchos problemas, la realizacion de un esque-
ma o tabla sobre los que disponer las condiciones y
los datos del enunciado puede abrirte el camino
para abordar su resolucion.
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2 . s
ﬂ DESCOMPOSICION DEL PROBLEMA n BUSQUEDA DE UN PROBLEMA

En ocasiones, es dificil ver la relacion existente SIMILAR RESUELTO
entre los datos y las incégnitas del problema. En Esta estrategia consiste en la busqueda de seme-
estos casos, una de las estrategias que ofrece mas janzas entre el problema que se pretende resolver,
posibilidades de éxito es la descomposicién del pro- 0 una parte de él, y otro resuelto con anterioridad.
blema en p_roblemas mas sencillos. Para aplicarla, Légicamente, cuantos mas problemas hayas re-
debes seguir estos pasos: suelto anteriormente, mas Util te sera esta estrate-
— Descomponer el problema inicial en subproble- gia, puesto que aumenta la probabilidad de encon-
mas, sin perder de vista las relaciones existentes trar un problema similar.
entre ellos.

— Resolver cada uno de los subproblemas.
— Resolver el problema inicial.

A veces, la solucion del problema global coincidira
con la del dltimo subproblema. Otras veces, sera
necesario combinar los resultados de los diferentes
subproblemas para hallarla.

MODIFICACION DEL ENUNCIADO

A veces, puede modificarse el enunciado de un pro-
n SIMPLIFICACION Y BUSQUEDA blema de manera que obtengamos otro equivalente
DE REGULARIDADES cuya resolucién resulte mas facil.

En ocasiones, la simplificacion de los datos o de las
condiciones del problema proporciona un nuevo
punto de vista para su resolucion. Muchas veces, ese
nuevo punto de vista surge de la existencia de regu-
laridades que permanecian ocultas antes de proce-
der a la simplificacion.

PARTICULARIZACION DEL PROBLEMA m BUSQUEDA DE UN CONTRAEJEMPLO
En casos complejos puede resultar de gran utilidad Esta estrategia se utiliza para demostrar la falsedad
resolver primero el problema para situaciones parti- de un enunciado matematico. Puesto que un enun-
culares mas sencillas. ciado expresado de manera general ha de cumplir-

se siempre, si en un caso particular (contraejemplo)
no se cumple, el enunciado ya no es valido.

EXPERIMENTACION
CON LA POSIBLE SOLUCION

Este método, muy util en geometria, consiste en
suponer una posible solucion del problema que se
nos plantea y verificar que ésta satisface las condi-

ciones del enunciado. REDUCCION AL ABSURDO

Si es asi, ya hemos resuelto el problema. Si no es Esta estrategia se utiliza para demostrar afirmacio-
5 asi, es posible que hayamos encontrado una pista nes. Consiste en suponer la falsedad de lo que se
8 gue nos conduzca a la solucion correcta. quiere demostrar y llegar asi a una contradiccion.

La resolucion de cualquier problema conlleva un proceso de razonamiento mas o menos consciente. Ademas, para
comprender y utilizar los desarrollos teéricos, participar en su construccion, obtener conclusiones, justificarlas y, si es
preciso, demostrarlas, se utiliza el razonamiento l6gico. Este tipo de razonamiento, dentro del cual se engloban algu-
nas de las estrategias vistas, forma parte de la /dgica y facilita, ademas, las deducciones y el descubrimiento de fa-
lacias.
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Construccion de una tabla de verdad

1. Dibujamos una cruz y en la parte superior
izquierda escribimos todas las variables
queintervienen.

2. Asignamos los valores de verdad a las va-
riables, de modo que se reproduzcan to-
das las combinaciones posibles.

3. Escribimos en la parte superior derecha
las férmulas que componen el enuncia-
do que se estd analizando. Delbemos es-
cribirlas en orden, de modo que primero
resolvamos los enunciados integrantes
(los que se encuentran entre paréntesis y
corchetes), para acabar con el enuncio-
do que posee la conectiva principal.

Distribucion de Bernoulli

Experimento de Bernoulli: solo son
posibles dos resultados: éxito o fracaso.

Podemos defimr una variable aleatoria

discreta X tal que:
éxito — 1

fracaso — 0

4. Asignamos los valores de verdad de los

enunciados compuestos. Nos basamos
en las tablas de verdad de los simbolos 16-
gicos que aparecen en ese enunciado.

. Los valores de verdad que aparecen en

la Ultima columna son todos los valores de
verdad que puede tener la férmula que
acabamos de analizar.

Sila pmhﬂh“idad de éxito cspy la de Wikt Besreou Do vou WHH TS -

fracaso I - p, podemos construir una

funcion de probabilidad:

"B, Caeuns” Bptua,
EROPESL” BRANGRLL ramn g s e
Bl o ThadiBairy  Sponomil |

P(x)=p (1-p)™ x=0,1

Un tipico experimento de Bernoulli es el lanzamiento de
una moneda con probabilidad p para cara y (1-p) para cruz.

2

http://goo.gl/NfcqzQ
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_________________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________________

1. Enunaurnahay 15 bolas numeradas de 2 al 16. Extraemos una bola al azar y observamos el
nuamero que tiene.

a) Describe los sucesos:

ion

A = "Obtener par" B = "Obtener impar"

C = "Obtener primo" D = "Obtener impar menor que 9"

escribiendo todos sus elementos.

o
@
=
©
>
()
L)
o
]

P

b) ¢Qué relacion hay entre A 'y B? ¢Yentre C y D?

Recurso

c) ¢Cudl es el suceso A U B? ¢y CN D?

2. Sean A y Blos sucesos tales que:

P[A] = 0,4 P[A'NB]=0,4 PI[AN B]=0,1

Calcula P[AU B] y P[BI.

3. Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad tales que:

P[A'] = 0,6 P[B] = 0,3 P[A'U B']=0,9

a) ¢Son independientes A y B?

b) Calcula P[A'/B].
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4 Dos personas eligen al azar, cada una de ellas, un numero del 0 al 9. ¢ Cuél es la
probabilidad de que las dos personas no piensen el mismo nimero?

5. En un viaje organizado por Europa para 120 personas, 48 de los que van saben hablar
inglés, 36 saben hablar francés, y 12 de ellos hablan los dos idiomas.

Escogemos uno de los viajeros al azar.

-

Recurso para la evaluacion

a) ¢Cual es la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas?
b) ¢Cuél es la probabilidad de que hable francés, sabiendo que habla inglés?

c) ¢Cual es la probabilidad de que solo hable francés?

6. Unaurna, A, contiene 7 bolas numeradas del 1 al 7. En otra urna, B, hay 5 bolas
numeradas del 1 al 5. Lanzamos una moneda equilibrada, de forma que, si sale cara,
extraemos una boladelaurna A vy, si sale cruz, la extraemos de B.

a) ¢Cudl es la probabilidad de obtener un namero par?

b) Sabiendo que salié un nimero par, ¢cudl es la probabilidad de que fuera de la urna A?

7. De una bolsa que tiene 10 bolas numeradas del 0 al 9, se extrae una bola al azar.

a) ¢Cudl es el espacio muestral?

b) Describe los sucesos:

A = "Mayor que 6" B = "No obtener 6" C = "Menor que 6"

escribiendo todos sus elementos.

c) Hallalos sucesos AUB , ANB y B'NA"

8. Sabiendo que:

P[AN B]=0,2 P[B']=0,7 P[ANB']=05

Prohibida su reproducciéon
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~ SOLUCIONARIO
s o o o

i 1. a)A={2 46,8, 10,12, 14, 16}
B={3,5,7 09,11, 13, 15}
S
O c=1{23,5,7, 11, 13}
S
3! D={3,5 7}
© !
S|
0
-4 b)B=A; DCC
g
Q.
Q. .
o c)AUB=E (Espacio muestral); CND=D
o
=3 2
9 © «P[AUB]=P[A] +P[B]-P[ANB]=0,4+0,5-0,1=0,8
“ 3 ) ) , [A'ﬂB] 0,2
: : Por tanto, A y B no son independientes. P[A /B] =———F—=—=0,67
i pB] 03
4 _1o9 oy
; 10 10
5 12 1
i 5. a) Tenemos que hallar P[l U FJ: b) P[F/ I] = 28 =-=0,25
48+36-12 72 3
Pl UF]=P[I]+P[F]-P[ nF]=222"=2= "2 =2 =06
hoF]=pl]+PlF]-PlNF] 120 120 5 c)P[anol]zl%zéw,z
6.
3 1 29 P|A y PAR
a)P[PAR]=ﬂ+g=% b)P[A/PAR] = Ay Pl _ 314 15
a)E={0,1,2,3,4,56,7,8,9} b)A={7,8,9} B={0,1,2,3,4,56,7,8,9}

Prohibida su reproduccién

C={0,1,2,3,4,5}

c)AUB={0,1,2,3,4,5,7,8,9}=B
ANB={7,8,9}=A
B'NA={6}=B

pues ACB

P[AUB]=P[A] +P[B]-P[ANB]=0,7+0,3-0,2=0,8
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1. Con un juego de Barajas ( del tipo que tienen: corazones, picas, fréboles y diamantes).

a) Cuenta el nUmero total de cartas en una baraja - |
Sol. 52

b) Cuenta el nUmero de cartas de cada tipo (corazones, picas, tréboles y diamantes)

Sol. 13

¢) Calcula junto con el profesor la probabilidad de obtener al azar una carta roja

26/52

d) Calcula la probabilidad de obtener al azar una carta que sea trébol.
13/52

e) Calcula la probabilidad de obtener al azar una carta que sea un as de diamante,
1/52




CICLO DEL APRENDIZAJE

* Debatir en clase los fenomenos
aleatorios, como los juegos de azar.
Tambien debatir acerca de la posi-
bilidad de predecir el clima.

* Analizar los datos obtenidos en un
experimento readlizado en clase,
donde se use una variable aleato-
ria discreta.

* Reflexionar acerca de la importan-

I 1
1 1
1 1
I cia de estos modelos matemadticos !
1 . .z
i enla prediccion de eventos. I
1 1
1 * Al realizar graficos indagar acer- :
1 ca de las variables y resultados !
1 . 1
i Obtenidos. I
N 1 1
: | * Identificar los elementos para distin- |
© |« Diferenciar el campo de accién de | | guirEsperanzay Varianza. :
© | la Estadistica comparado con el | o ’
e s -
. campo de accion de la Probabilidad |
1 1
1o Comparar las definiciones entre 1
1 . . . 1
i una variable aleaforia y una vario-
. ble continua. :
N\ 7/

* Afravez de un egjercicio en clase,
predecir las probabilidades involu-
cradas, puede ser un juego de ex-
tfraer objetos de diferentes colores
dentro de una caja.

* Reconocer los pardmetros descrip-
tivos usados.
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|  BANCO DE PREGUNTAS
L e

1. Qué es el espacio muestral?

Es el conjunto de todos los resultados posibles en un experimento aleatorio y determinista

2. A qué llamamos suceso, en probabilidades?

A cualquier subconjunto del espacio muestral

3. Cudles operaciones son posibles entre sucesos asociados a un experimento aleatorio?

Uniodn, interseccion, diferencia, complemento

4, A gué llamamos conjunto potencia en probabilidades?

Al conjunto formado por todos los sucesos asociados con un experimento

5. Que es un axioma matemadtico?

Es una afirmacién que se acepta sin demostracion

6. Cudl es la expresidn que conocemos como el principio de la probabilidad compuesta o
regla del producto

P(ANB)=P(B)-P(AB)

A esta expresion la conocemos como principio de la probabilidad compuesta o regla del
producto.

7. Cudndo dos sucesos se dice que son independientes?

Dados dos sucesos A y B, asociados con un mismo experimento aleatorio, diremos que A
y B son independientes si se cumple:

P(ANB)=P(A) -P(B)

8. A gué llamamos a la funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta?

Llamamos funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X a la funcion que
asigna a cada ndmero real x la probabilidad de que X tome el valor x;

ffR->R
x=>f(x)=P (X=x)
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

Efectuar una deduccion

Ordenamos las premisas y las
conectamos mediante conjun-
ciones. Aplicandoles las leyes
l6gicas, debemos obtener la
conclusion.

Si lo conseguimos, habremos
demostrado que el razona-
miento es formalmente valido.

En lineas sucesivas coloca-
mos el resultado de ir aplican-
do las leyes logicas sobre las
premisas. Junto a cada linea
de la deducciéon anotamos la
ley que se ha utilizado.

Al llegar a la conclusion del
razonamiento, la deduccion es-
tara completa.

Por ejemplo:

[(p=-a)ApA@Vnl=
(Modus ponens)
=A@Vl =
(Silogismo disyuntivo)

=TI

Proceso axiomadtico-deductivo

Cuando utilizamos unas reglas de inferencia para transformar unos
enunciados (premisas) en otro enunciado (conclusién) estamos efec-
tuando una deduccion. Si, ademas, las premisas son axiomas (propo-
siciones tautoldgicas, es decir, consideradas verdaderas), el proceso
recibe el nombre de proceso axiomatico-deductivo.  Las conclusio-
nes obtenidas se denominan teoremas.

Asi, el proceso axiomatico-deductivo consiste en la derivacion u obten-
cion de teoremas a partir de ciertos axiomas y de unas reglas de infe-
rencia dadas, las leyes del calculo proposicional.

Un sistema axiomatico es el conjunto configurado por los axiomas y
las reglas de inferencia adoptados. Asi, habra tantos sistemas axioma-
ticos como asociaciones axiomas/reglas de inferencia podamos formu-
lar. Cualquier sistema debe tener independencia (ninguno de los axio-
mas puede derivarse de los restantes, y ninguna de las leyes de
célculo puede derivarse, tampoco, de las restantes), consistencia (los
axiomas y las leyes de calculo adoptados solo pueden dar lugar a tau-
tologias) y plenitud (todas las formulas correctas son deducibles a par-
tir de los axiomas y las leyes del calculo proposicional definidas).

Una vez fijado el sistema axiomatico, denominamos demostracion de
un teorema P = Q al proceso por el que la proposicion condicional
P — Q se deriva de los axiomas y, en su caso, de los teoremas demos-
trados con anterioridad, mediante la aplicacion de las leyes del calcu-
lo proposicional adoptadas. Los tres procesos deductivos mas habitua-
les en matematicas son:

Demostracion directa

Partimos de las premisas y, mediante
la aplicacion de las reglas de célculo
pertinentes, llegamos a la conclusién.

Contrarreciproco

Demostramos la negacién de las
premisas a partir de la negacion de
la conclusién, es decir, demostra-
mos P = Q al demostrar -Q = -P.

Reduccion al absurdo

Partimos de la conjuncién de la pre-
misa con la negacién de la conclu-
sion y llegamos a una contradiccion.
Asi demostramos A = B al demos-
trar (A A\ =B ) = (C A\ =C).

Demuestra que si un numero n es di-
visor de otros dos, a y b, su cuadrado
es divisor del producto de ambos.

Hemos de demostrar:
InlaAn|b] = [n?|a-b]

Si un nimero n es divisor de otro nd-
mero a, existe un tercer nimero k;
gue multiplicado por n nos da a:
[(nla) A (nlb)] =
=[3k, e R/a=k;-n) A\

N 3k, e R/ b=k, n)] =
=[a-b= (k) (0 = (k k) -] =
=[la-b]

Como el producto de ay b es n? mul-

tiplicado por un numero, llegamos a
demostrar que n? es divisor de a - b.

Por ejemplo, dadas tres rectas del
planor, s yt, tales quer y s sean
paralelas, demostrar que si r y t
también son paralelas, entonces s
yt son paralelas.

Hemos de demostrar:
ABINEAR IR

Vamos a partir del supuesto que no
se cumpla la conclusion. Entonces
sy ttendran algan punto en comun
y, como sy rson paralelas, también
ry ttendran algin punto comun vy,
por tanto, no seran paralelas.

=(s I =>(Nt£g) =
=SFNtze)=-(r I t)

Como la conclusion es falsa, sy t
son paralelas, s [ t.

Por ejemplo, dadas tres rectas del
planor, s yt, tales quer yt sean pa-
ralelas, demostrar que si s y t tam-
bién son paralelas, entonces r y s
son paralelas.

Hemos de demostrar:
rlonslo=els)

Suponemos que ry s no son parale-
las. Entonces, tienen un punto P en
comun. Como ry s son paralelas a t,
eso significaria que existen dos rec-
tas paralelas diferentes que pasan
por el mismo punto. Como esto es
absurdo, debe ser falso que ry s no
sean paralelas. Asi pues, lo son.

=(r [ s =(rNs=P)=
sPerlonPesl=¢ls)



Propiedades de las operaciones con sucesos
Podamos dermostror que los operaciones anteriones cumplen ks propdedodes de la siguier:

fa tabla.

Conmutativa ' AUB=BUA ' ANB=BNA
Asociativa | (AUBYUC=AU(BUC) 1 (ANBINC=AN(BNC)
Idempotonie | AUA=A i ANA=A
AbsorsSn | AU(ANBI=A . AN{AUB) =A
Distritaitiv | AUCBNC)=(AUBNMALC | af(BUC)=(ANBIUA NG
Idantidod | _AUD=A 5. AND=A_
InohICHon | AUuA=n . ANj=¢

, emodss | oA

Lt c | AUB=BEnNA | ANB=BUA
D Masgon (AUBY = BN A° . (AN BY = B UA°
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AMPLIACION DE CONTENIDOS
T g

Nombre Ley Descripcion
La disyuncién de dos proposiciones y la negacion de
Silogismo una de ellas implica la otra.
disyuntivo [(AVB)A-Al=B Si llueve o hace sol pero no llueve, entonces hace sol.
Un condicional es la negacion de la conjuncion del an-
Condicional- tecedente con la negacién del consecuente.
conjuncién (A= B) < ~(AN-B) Si gira, entonces se mueve equivale a No es cierto que
gire y no se mueva.
Un condicional es la negacion de la disyuncion entre la
Condicional- negacion del antecedente y el consecuente.
; i s A=B -A\/ B . L .
disyuncion (=)< GV E) Si esta quieto, entonces no se mueve equivale a No

esta quieto o no se mueve.

Modus ponens

[(A=B)ANAl=B

Dado un condicional y su antecedente como premisas,
se concluye el consecuente.

Si pensar conlleva existir, y pienso, entonces existo.

Modus tollens

[(A:>B)/\—|B]:>—|A

De un condicional y la negacién del consecuente se
concluye la negacion del antecedente.

Si la tortilla es espafiola, entonces lleva patatas, y esta
tortilla no las lleva, luego esta tortilla no es espafiola.

Si A tiene como consecuencia B, y B tiene como con-
secuencia C, entonces puede concluirse que A tiene

tr;ﬁ)s,it(?\i(;:d [(A=B)AB=C)]=(A=C) como consecuencia C.
Si una rectar es paralela a otra recta s, y s es paralela
a otra recta t, entonces r es paralela at.
AABSBAA El orden en la conjuncién, en la disyuncion y en el bi-
Conmutativi- condicional de las premisas no altera la verdad.

(AeB)s (Bs A)

Asociatividad

(AAB)AC o AA(BAC)

(AvB)vVCeAvV(B\VC)
[AeB)eCle[As (Be Q)

La asociacion de las premisas en la conjuncion, en la
disyuncion y en el bicondicional no altera la verdad.

Distributividad
(conjuncioén,
disyuncion)

AABVOl=[(ANB)V (ANC)
AVvEBACI=I[AVB)A(AVC)]

La conjuncion de una disyuncion es la disyuncion de
las conjunciones.

La disyunciéon de una conjuncién es la conjuncion de
las disyunciones.

Distributividad
(conjuncion,
disyuncion,
condicional)

A=BVO]e[(A=B)\V(A=C)
[A=BAC) < [(A=B)N\A=CQC)

La implicacion de una conjuncién es la conjuncién de
las implicaciones.

La implicacion de una disyuncion es la disyuncion de
las implicaciones.
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Idempotencia

ANASA
AVASA

Si algo es cierto, su conjuncién o su disyuncién también
lo son.
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Efectuar una deduccion

1.° Ordenamos las premisas y las
conectamos mediante conjun-
ciones. Aplicandoles las leyes
l6gicas, debemos obtener la
conclusion.

Si lo conseguimos, habremos
demostrado que el razona-
miento es formalmente valido.

2.° En lineas sucesivas coloca-
mos el resultado de ir aplican-
do las leyes logicas sobre las
premisas. Junto a cada linea
de la deduccién anotamos la
ley que se ha utilizado.

3.2 Al llegar a la conclusion del
razonamiento, la deduccién es-
tara completa.

Por ejemplo:

(Pp=-a)ApA@Vnl=
(Modus ponens)
=[HgN @Vl =
(Silogismo disyuntivo)

=T

Proceso axiomadtico-deductivo

Cuando utilizamos unas reglas de inferencia para transformar unos
enunciados (premisas) en otro enunciado (conclusién) estamos efec-
tuando una deduccién. Si, ademas, las premisas son axiomas (propo-
siciones tautoldgicas, es decir, consideradas verdaderas), el proceso
recibe el nombre de proceso axiomatico-deductivo. Las conclusio-
nes obtenidas se denominan teoremas.

Asi, el proceso axiomatico-deductivo consiste en la derivacion u obten-
cion de teoremas a partir de ciertos axiomas y de unas reglas de infe-
rencia dadas, las leyes del calculo proposicional.

Un sistema axiomatico es el conjunto configurado por los axiomas y
las reglas de inferencia adoptados. Asi, habra tantos sistemas axioma-
ticos como asociaciones axiomas/reglas de inferencia podamos formu-
lar. Cualquier sistema debe tener independencia (ninguno de los axio-
mas puede derivarse de los restantes, y ninguna de las leyes de
calculo puede derivarse, tampoco, de las restantes), consistencia (los
axiomas y las leyes de célculo adoptados s6lo pueden dar lugar a tau-
tologias) y plenitud (todas las formulas correctas son deducibles a par-
tir de los axiomas y las leyes del calculo proposicional definidas).

Una vez fijado el sistema axiomatico, denominamos demostracion de
un teorema P = Q al proceso por el que la proposicion condicional
P — Q se deriva de los axiomas y, en su caso, de los teoremas demos-
trados con anterioridad, mediante la aplicacion de las leyes del calcu-
lo proposicional adoptadas. Los tres procesos deductivos mas habitua-
les en matematicas son:

Demostracion directa

Partimos de las premisas y, mediante
la aplicacion de las reglas de calculo
pertinentes, llegamos a la conclusion.

Contrarreciproco Reduccion al absurdo

L Partimos de la conjuncion de la pre-
Demostramos la negacién de las

premisas a partir de la negacion de
la conclusién, es decir, demostra-
mos P = Q al demostrar -Q = =P.

misa con la negacién de la conclu-
sion y llegamos a una contradiccion.
Asi demostramos A = B al demos-
trar (A /A =B ) = (C A\ =C).

Demuestra que si un ndmero n es di-
visor de otros dos, a y b, su cuadrado
es divisor del producto de ambos.

Hemos de demostrar:
[Inla/An|b]= [n?|a-b]

Si un nimero n es divisor de otro nd-
mero a, existe un tercer ndmero k;
que multiplicado por n nos da a:
[(ha) A (n[b)] =
=[3k, e R/la=k;-n) A\

N (3k, € R/ b=k, n)] =
sfasb =K n)- (k- n) = (K k)07 =
=[la-b]

Como el producto de ay b es n? mul-

tiplicado por un nimero, llegamos a
demostrar que n? es divisor de a - b.

Por ejemplo, dadas tres rectas del
planor, s yt, tales quer y s sean
paralelas, demostrar que si r y t
también son paralelas, entonces s
yt son paralelas.

Hemos de demostrar:
lsAnclo=esly

Vamos a partir del supuesto que no
se cumpla la conclusion. Entonces
sy ttendran algun punto en comun
y, COMO Sy rson paralelas, también
ry ttendran algun punto comdn vy,
por tanto, no seran paralelas.

- (s I )= (sNtzg) >
Srntze) =0 |1

Como la conclusién es falsa, sy t
son paralelas, s | t.

Por ejemplo, dadas tres rectas del
planor, s yt, tales quer yt sean pa-
ralelas, demostrar que si s y t tam-
bién son paralelas, entonces r y s
son paralelas.

Hemos de demostrar:
loAnslog=els)

Suponemos que ry s no son parale-
las. Entonces, tienen un punto P en
comun. Como ry s son paralelas a t,
eso significaria que existen dos rec-
tas paralelas diferentes que pasan
por el mismo punto. Como esto es
absurdo, debe ser falso que ry s no
sean paralelas. Asi pues, lo son.

-(r | s =>rNs=P)=
:>[(Per|| ) \(Pes I = (r I s)
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N m
F RECURSOS PROPIOS DEL AREA ;\\
e

La Hoja de Cdiculo Exce puede convertirse en una poderosa herramienta para crear entor-
nos de aprendizaje que enriquezcan la representacién (modelado), comprensidn y soluciéon
de problemas, en el drea de la estadistica y probabilidad. Excel ofrece funcionalidades que
van mds alld de la tabulacién, cdlculo de férmulas y graficacion de datos:

* En estadistica descriptiva representa todos los tipos de graficos y calcula la media, moda,
mediana, recorrido, varianza y desviacion tipica.

e En estadistica bidimensional representa la nube de puntos y la recta de regresion. Calcula
el centro de gravedad, las desviaciones tipicas marginales, la covarianza, el coeficiente
de correlacién, la recta de regresidn y buscar objetivos.

e En la distribucion binomial, calcula cualquier probabilidad, la media, varianza y desvia-
cion tipica.

e En la distribuciéon normal, calcula cualquier probabilidad en la normal estdndar N(O, 1) y
en cualquier normal N(m, s) y genera la tabla N(0, 1)

¢ En inferencia estadistica calcula los intervalos de confianza, el tamano de la muestra y se
puede aplicar al contraste de hipdtesis, tanto en el bilateral como en el unilateral.

* En probabilidad simula todo tipo de lanzamientos.

La instalacion del programa es muy sencilla, ademds Microsoft Excel incluye un comando
para el andlisis de datos, dentro de las "herramientas para el andlisis’, su uso es poco comun,
ya gue no se tiene cuidado de instalar todas las funciones dentro de las "herramientas”, per-
diendo la oportunidad de utilizar un medio poderoso para el estudio dentro de la estadistica.

Tomado de . http.//goo.gl/QQ5MRL
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Web:

Aqui puedes reforzar varios temas sobre pro-
babilidad:  hitpy//pendientedemigracion.ucm.
es/info/genetica/Estadistica/estadistica_basi-
ca%201htm,

Libro:

Varios ejemplos de la aplicablidad de la
probablidad puedes enconfrarios en esta
lectura muy inferesante; enfra en el siguiente
link: hitpi//www2.cab.cnea.govar/divuigacion/
probabilidades/m_probabiidad_flhtmi

£l estudio de probabilidad permite prede-
cir el resultado de experimentos aleatorios,
El azar es parte muy importante en juegos
de mesa y de casinos, por ejemplo, al lan-
zar los dados. Mediante estudios probaioi-
listicos podemos calcular esfrategias para
obfener resuffados deseados en un experi-
mento aleatorio,

CONTENIDOS:

1. Sucesos

1. Suceso seguro y suceso imposible.

discreta
51 Funcién de probabilidadt

1.4.Sistema completo de sucesos
Probabilidad

21, Definicion experiment tal
2.2.Definicién axiomdtica

2.3, Propiedades de la probabilidad
Probabilidad condicionada

3. Concepto

3.4.Teorema de la probabilidad fofal
35.Teorema de Bayes

Variables aleatorias

41. Concepto

.

continda

6. Funcién de densidad
Parametros descriptivos

71. Esperanza

72. Varionza

Distribuciones discrefas

8. Distribucion de Bernoull

8.2, Distribucion binomial

8.3, Distribucion de Poisson
Variable estadistica bidimensional
9.. Organizacién de datos

9.2. Andlisis de datos

9.3, Inferpretacion grafica de la relacion entre variobles
9.4.Coeficiente de Pearson

42.Tipos de variable aleatoria 9.5.Regresion lineal

Orientacién didactica

* Para anticipar posibles dificultades en los contenidos de la unidad, el profesor o pro-
fesora puede utilizar las siguientes propuestas: repasar los conceptos de la teoria de
conjuntos y los conceptos y propiedades de las operaciones de sumatoria (series),
que tienen la notacion sigma Y.

El profesor puede sugerir la participacion de estudiantes en el pizarrén, siguiendo
los procedimientos completos de |os ejercicios con mayor dificultad, y de esta forma
asegura conocimientos previos y anficipa posibles dificulfades en los contenidos de
la unidad.

Se sugiere también que el docente les pida a los estudiantes que justifiquen sus res-
puestas.

TRV TR TR TR TR TR
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32 dela

. Solucionario

Las principales propiedades de la probabilidad condicionada son:

1. Demuestra que si ANB=@, entonces
se cumple que P(B | A)=0.

= Siun suceso B esta contenido en un suceso C, enfonces la probabilidad de B dado A es

menor o igual que la probabilidad de € dado A.
B C= P(B|A) < P(C|A)

* Siun suceso B estd contenido en ofro suceso A, entonces la probabilidad del suceso B
dado A es el cociente enfre la probabilidad del suceso B y la probabilidad del suceso A.

P@A)

P(B)

* Siun suceso A estd contenido en ofro suceso B, entonces la probabilidad del suceso B
dado A es igual a uno.

2. Extraemos dos bolas de una urna
en la que hay cinco bolas blancas
y tres negras. Calcula la probabili-
dad de los sucesos A: las dos bolas
son negras y B: la primera bola es L o s s
blanca vy la ofra es negra en los co- £n este caso, la probabllidad de que ocurra Un suceso no estd condicionada a que ocurta

BC A= P(BA)=

AcB=P(BJA) =1

Estas propiedades son consecuencia inmediata de las propiedades de la probabilidad y de
la definicién de probabilidad condicionada.

3.3. Sucesos It Y sucesos i

Allanzar dos veces un dado, el hecho de que se verifique o no el suceso B: ndmero par en

el otro. Por tanto:
SOS S Ig uientes: P(AIB) = P(A) P(BIA)=P(B)

A partir del principio de la probabilidad compuesta, tenemos que:

P(ANB) =P(A) - P(B)

a. Sin reemplazo de la primera
bola extraida.

Diremos enfonces que ambos sucesos son independientes.

Dados dos sucesos Ay B, asociados con un mismo experimento aleatorio, diremos que
Ay B son independientes si se cumple:

P(ANB) =P(A) -P(B)
Caso confrario, decimos que Ay B son dependientes.

0.107

b. Con reemplazo de la primera
bola extraida.

6. Demuestra que si AN B = @, enfonces se cumple que P(B|A)= 0.

7 q y tres negros
bilidad de los sucesos A: las dos bolas son negras v B: la primera bola es blanca y la ofra es negra,
en los casos siguientes:

a. Sin reemplazo de la primera bola extiraida
b, Con reemplazo de la primera bola extraida

8

0.141
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Pagina 190

3.4. Teorema de la probabilidad total

Apartir del concepto de probabilidad condicionada, es posible enunciar una regla préctica
para caleular la probabilidad de clertos sucesos. Considera para ello el siguiente ejemplo.

Una fébrica de fomillos dispone de dos maqui-
nas que elaboran el 75% y el 25% de la produc-

. M
cién fotal. _»0752004

Ejemplo 7

I porcentaje de fomilos defectuosos que pro-
duce cada méquina es, fambién respectiva- 4
mente, del 4% y del 2%. ;Cudl es Ia probabill-
dad de que al escoger un fomillo al azar, este
sea defectuoso?

v
(> 003s]

[ I D: tomillo defech
M,: forillo elaborado por la maquina 1y M, for- mFig.3.
nillo elaborado por la méquina 2. Observamos

el diagrama en érbol de la figura 3.

. Solucionario

R./ 0,608

i Segun el diagrama, podemos calcular la probabilidad de D a partir de la suma de las probabi-
i lidades de cada rama:

: P(D) = 0.75 - 0.04 +0.25 - 0.02 = 0.035
1 Observamos que los términos de esta suma son:

: P(M,) = 0,75 P(M,) = 0,25 P(D| M, ) = 0,04 P(D | M,) = 0,02
: Asi pues, podemos expresar P(D) como:

P(D) =P(M,) - P(D|M,) +P(M,) - P(D | M)

Si generalizamos este resultado, llegamos al enunciado del teorema de la probabilidad total:
Sea A, A, .., A, un sistema complefo de sucesos y B un suceso cualquiera, fodos asociados con
un mismo experimento aleatorio. S P(A,), P(A,), ... P(A,) son no nulas, se cumple que:

P(B)=P(A,)-P(B|A,)+P(A) - P(B|A,) + - +P(a) - P(B|A)

8. Disponemos de cuatro umas con bolas, de fal manera que;
+ Enla primera uma hay cuatro bolas rojas y cinco blancas.
+ Enla segunda uma hay tres bolas rojas y ocho blancas.
+ Enla fercera uma hay cinco bolas rojas y dos blancas.
+ Enla cuarta uma hay dos bolas rojas,

Si elegimos una uma al azary extraemos de ella una bola, ¢cudl es la probabilidad de que
\ esta sea roja?
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. Solucionario

0,683

Pagina 191

3.5. Teorema de Bayes

‘Vamos a estudiar el ejemplo del aparfado anterior desde otro punto de vista. Si sabemos
que untorillo es defectuoso, ;cud es la probabilidad de que haya sido fabricado por cierta
maquina?

Calculemos la probabilidad de que el tomnillo haya sido fabricado por la méquina 1, sabien-
do que ha resultado defectuoso, es decir, (M, | D).

Segun la definicion de probabilidad condicionada, fenemos:
P(M,ND;
POy = 0D
P(D)
Por ofro lado, del diagrama de la figura podemos calcular la probabilidad de P(M, N D), que
corresponde a la de la rama sefalada:
P(M,nD)=P(M)-P(D|M,)

Si tenemos en cuenta ademds el teorema de la probabilidad fotal:

P(D) =P(M,) - P(D|M,) + P(M,) - P(D| M,)

llegamos finalmente a:

P(M,) -P(D|M,)
P(M)P(D | M,)+P(M,)-P(D| M, )

P (M,[D) =

Con los datos del ejemplo:
0,75 0,04
P(MD)= ————— = 0857
0,75-0,04+ 0,25 0,02
Al enunciar de forma general el resuttado anterior, llegamos al llamado teorema de Bayes:
SeaA,,..A,...A, un sistema completo de sucesos y B un suceso cualquiera, todos ellos asocio-
dos con un mismo experimento aleatorio. Si P(A,),...P(A),...P(A,) son no nulas, se cumple que:
P(A)-P(B|A)
P(A) - P(B]A) +-+P(A) - PBIA)

P(AlB)=

9. En un congreso se reinen 250 médicos del Benelux, de los cuales 115 son holandeses;
65, belgas, y 70, luxemburgueses. De ellos, el 75% de los holandeses, el 60% de los belgas
y el 65% de los luxemburgueses estdn a favor de la utiizacién de deferminada vacuna.
Seleccionamos al azar uno de los médicos y resulta estar a favor del uso de la vacuna.
¢Cudl es la probabilidad de que sea de Luxemburgo? 1

g
£
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7.2. Varianza

Recuerda ahora que, para una distribucién estadistica, la varianza nos permite medir la dis-
persién de los datos. En ofras palabras, por medio de la varianza, podemos medir qué tan
lejos estd cada dato del valor medio. Observa que, para una distribucion de probabilidad,
podemos escribir:

o= E(X- p)*
Este valor nos dard como resuffado el promedio de la distancia entre el valor x, y la media p,
elevada al cuadrado. Por tanto, definimos:

La varianza es un valor de dispersion de los dafos, que es mayor mientras haya mas
variabilidad, y menor si los datos son mdas homogéneos. La expresamos como:
Propledades:
o= ) (A fx,
(07 f(x) P+ = %)
i 02(kx) = K20%(x)
La desviacion esténdar es la rafz cuadrada de la varianza: ¢ =Va?

Caleula la esperanza, la varianza y la desviacién fipica de la variable aleatoria X cuya funcién de den- |
sidad es: i |

P {5 sixe(14]
0 sixe[t4]

Ejemplo 9

Aplicamos la férmula que empleamos para calcular la esperanza:
=] ax :j;x- 0dx+ ]"x%dw]:? 0ax=1 I:x =1 [f]:: %(%‘1 {) =25
De o misma manera, caloulamos a varianza:
o= axe g :J;"z 0dx+ J"xz Lt L”;e -0dx- (25)'= %j" X dx- (25)=
BTEREIRIES

Finalmente, hallamos la desviacién tipica: 6 =vo? =\0,75 = 0,866

10. Calleula la esperanza, la varianza y la desviacién fipica de la variable aleatoria que indica la suma
de las puntuaciones obtenidas al lanzar dos dados.

11. Un juego consiste en lanzar dos dados, de forma que se cobran tantos ddlares como indique la
suma de puntos si esfa es un numero primo, o bien, se pagan $ 5 en caso contrario.
. Obtén lafuncisn de fde la varioble aleat
diente a cada resultado.

X queindica correspon-

b, Determina si el juego es equitativo.

12. Parfiendo de la definicién de varianza, o* = E(X - )?, deduce que la misma puede fambién ser |
| expresada como o*= E(X?) - [ECXF, 0 lo que eslo mismo, %= X, (x* f (x)) - .

. Solucionario

10. Calcula la esperanza, la varianza y la
desviacioén tipica de la variable aleato-
ria que indica la suma de las punftua-
ciones obtenidas al lanzar dos dados.

E(X)=7,6°=6.25,6=2.5

11. Un juego consiste en lanzar dos dados,
de forma que se cobran tantos ddlo-
res como indique la suma de puntos
si ésta es un NnUmero primo, o bien, se
pagan 5§ en caso contrario.

a. Obtén la funcidn de probabilidad f
de la variable aleatoria X que indi-
ca la ganancia correspondiente a
cada resultado.

six=-6
Six=2
six=3
f0O=1 L six=5

six=7

six=11

© &~ o= o~ &|- &~

en ofro caso

b. Determina si el juego es equitativo
No

12. Demostracion.

N
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. Solucionario

13. Un examen tipo test consta de diez
preguntas. Cada pregunta tiene
cuatro posibles respuestas, de las
que sdélo una es correcta. Un alum-
Nno que no ha estudiado responde
al azar alas preguntas del examen.

Prohibida su reproduccién

4

6

a.

<)

Comprueba que la variable
aleatoria que cuenta el niUmero
de acierfos sigue una distribu-
cién binomial, X~B(n,p). y halla
su funcién de probabilidad.

Demostrar

Calcula la probabilidad de que
el alumno apruebe el examen,
es decir, que acierte al menos
seis preguntas.

0.0197

Calcula la esperanza, la varian-
za y la desviacion tipica de X.

2.5, 1.875, 1.369

Vamos ahora a obfener su funcién de probabilidad. Para ello, considera el siguiente ejemplo.

Revisamos 500 fomillos fabricados por una méquina que elabora un 10% de piezas defectuosas y
observamos si presentan o no alguna anomalia, Queremos hallar a probabilidad de que entre 500
fomillos . haya 2tomillos

Estamos investigando el suceso A: fonillo defectt Este suceso puede como:

ANANAN.NE
Por la independencia de las realizaciones:
P(A,NA,NA N..NE )=
=P(A)-P(A,) - P(A,)- . P(A) = 0.17- 09"

si deigual manera, quela idad de que los tomil sean
el primero y el fercero, el quinto y el octavo, efc, s fambién 0,12+ 0,9,

Asi pues, la probabilidad de que haya 2 fornillos defectuosos entre los 500 serd 0,1% 0,9% multiplica-
do por el nimero de posibles maneras de situar los dos tomillos defectuosos entre 1os 500, que serén

Ias combinaciones de 500 elementos fomados de 2 en 2, C,, = ( 520)
En forma general €, = (1) =¢!
Por tanto, si X~B (500,0.1) es la variable aleatoria de nuestro ejemplo:
PX=2)= ( sgo) -0.12-0.9%°
Siguiendo el mismo razonamiento, podriamos comprobar que la probablliidad de obtener k
tomillos defectuosos es: PX=10= ( 5g0) L 0.1% 0.9 para k = 0, 1, 2,.., 500

En general, sl X~B(n, p) es una variable aleatoria que sigue una distribucin binomial y de-
notamos por q la diferencia 1 - p:

@ ={(:) P ax=0,1,2,.0
Para hallar los pardmetros de X~B(n, p). basta con particularizar en el caso que nos ocupa
las expresiones generales que estudiamos en la pagina 190.

Asi, podemos demostrar que los pardmetros de X~B(n, p) son los de la tabla.
Desviacion fipica

o=y

13.Un examen fipo fest consta de diez preguntas. Cada pregunta fiene cuatro posibles respuestas, de
Ias que solo una es correcta. Un estudiante que no ha estudiado responde al azar a las preguntas
del examen.
a. Comprueba que la variable leatoria que cuenta el nimero de aciertos sigue una distribucion
binomial, X~B(n, p). v halla su funcién de probabilidad.

b.Caleula ilidad de que el es decir, g menos

seis preguntas.
< Caleula . o varianza y ‘ Epernay ‘ Vevianza| ‘ L]

fipica de X. |
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D Probabilidad
1. Selanza un dado dos veces. Calcula la probabi-
lidad de los sucesos siguientes.
«a.La suma de las caras es 5.
b. La suma de las caras es 10.
<. La suma de las caras es menor o igual que 5.

Los datos de vofantes en las Gitimas elecciones
correspondientes a una deferminada ciuda
uesitan que el 73,5% de Ios hombres censa-
dos ejercié su derecho a voto, mientros que el
porcentaje de mujeres censadas que no lo ejer-
Gi6 fue del 42,9%. El censo de esta ciudad esfa
compuesto por un 48% de hombres y un 52% de
mujeres.
De entre fodas las personas censadas, escoge-
mos una al azar.

8. La probabiidad de que en deferminado mo-
mento cada uno de los sels miembros de una fa-

milla quiera ver la felevision es 0,2, Sabiendo que
@ ninguno de Ios seis e gusta el mismo programa,
4cudntos felevisores debe haber en la casa para
que fodos puedan ver su programa favorfto al
menos en un 90% de los casos?

©

Un examen consta de 12 preguntas. Pora cada

de los cudles solo una es correcta. ;Cudntas res-
puestas acertadas deben exigirse para aprobar,
‘como minimo, si la probabilidad de que alguien
o apruebe contestando al azar no debe ser su-
perior al

0. Una pasteleria empaqueta cajtas de bombones.
La probabilidad de que un bombén esté relleno
de &5 0.1y la de que esfé relleno de

esta persona.

. Haya votado,

b, Haya votado y sea hombre.

. Sablendo que ha vofado, sea mujer.

Moriay Rosa hacen un examen. La probabilidad
de que Maria o apruebe es 0,6 y la probabilidad
01

babiidad de que apruebe Maria, pero no Rosa.

IS

Lanzamos una moneda y un dado. Sean los
sucesos A: obfener cara y B: obfener un punto.
Callcula la probabilidad de o5 sucesos A, B, AUB,
ANB,A,ANB, (AUB), (ANB).

o

£Cudl es la probabilidad de no coger ningtn do-
ble al seleccionar al azar fres fichas de un domi-
n&? ¢Y la de coger alguno?

6. Anay Ramén reciben, cada uno, § 2 diarios. Ana
los guorda. Ramé

crema. 0,9. Si una chica compra tres cajtas con
cuatio bombones cada una. ¢cudl es la probabi-
lidad de que en fodas ellas haya algin bombén
relleno de mermelada?

Una méquina fabrica clerto fipo de circuto infe-
grado. Esfe circulto se comercializa en lofes de
cinco unidades. de Ios que compramos seis. Si
sabernos que la probabilidad de que un circuito
fenga algun defecto de fabricacion es 0,01, cak
cula [as siguientes probabilidades:

a. Al menos uno de los lofes contiene algin cir-

cuifo defectucso.

b. Enfodos los ofes hay algdn circuito defectuoso.
c. Tres lofes contienen algin circuito defectuoso.

2. Una academia de ensefianza de inglés evalda
asus estudiantes con una prueba de cudro fest.
Cada uno de estos consta de 10 preguntas con
cuatro respuestas posioles.

s il 0,1
© perder la apuesta con probabilidad 0,9, (Quién
acttia més juiciosamente a largo plazo?

7. Esteban y Teresa son usuarios habifuales del
fren. Esteban siempre paga su pasaje. Teresa,
en cambio, lo usa sin pagar. El vigje cuesta
$0,68 y el revisor pone una multa de $ 50 cuan-
do detecta un viajero sin pasaje, 1o que ocurre
en un 15% de los casos. ;Cudl de los dos actia
ms infeligentemente?

dos los fest, caleula los siguientes probobilidades:

. Superar la evaluacion, si han de aprobarse
por separado al menos fres de os cuatro fest.

b. No superar la evaluacion,
. Aprobar al menos dos de los fest.

Solucionario

s

~ o o

0o ™

1

&9 12
a. 0.6497,

b. 0.3528,

c. 0.4570

05
11+ 7 1 1 1 5

b. 1 C.

1

—_

8

11

0.406, 0.594
Ana

Esteban

10. 0.0429
11. a. 0.2649,

b. =0,
c. 0.0021

12.a.0.0018,

. 0.9982,
c. 0.0329

276127 12° 27127127 12
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Solucionario

13. Sin respuesta
14, k=%
15. Sin respuesta
16. 12
17. Sin respuesta
18. a.No
b.0.12$
19. a.0.58
b.1$
20. 0.46S
21. 2

22. 800

23. Cuatfro mesas

24. a.0.6634
. 0.3366
. 0.0573

produceiin

Prohbica s

E]

13. Describe una variable aleatoria adecuada a
cada una de [as siguientes situaciones & indica
en cada casosi es discreta o continua.

a. De una uma en la que hay tres bolas nume-
radas del 1 ol 3 sacamos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos de ellos. Si el primer
nimero es mayor que el segundo, cobramos
$ 0.1, En caso confrario, pagamos § 0.02.

b. Un alumno responde al azar a las sucesivas
pregunias que le hace su profesor hasta que
aclerfa. Si acierta la primera, obtiene una
nota de 10; si falla la primera y aclerta la se-
qunda, obfiens una nota de - ;i falla
la segunda y acierfa la tercera, obtiene una
ot de 4 efc.

& Seleccionamos ol azar un nimero k cudiquie-
ra del intervalo [0,1] y calculamos el Grea del
‘cuadrado de lado

1,
de probabiidad es:

fe=

Kk
X1
0 enofro caso.

Halla el valor de k.

15. Halla [a funcién de probabilidad de una varia-
ble aleatoria X sabiendo que solo toma los valo-
res 1,2y 3. que su esperanza matemdtica es 2,1
¥ que su desviacion fipica es 0,7.

16. Responde: ;Cudnfo vale la varlanza de una varia-

. Elorganizador deljuego cobra $ 16 por cada
ccién. 4 Qué beneficio obfendrd, en pro-
medio, en cada una de ellas?

b. ¢Cudnto debe cobrar por exiraccién el orga-
nizador si el juego debe ser equitafivo?

20, Tras apostar clerta cantidad, se lanzan a la vez
Una moneda y un dado. §i en la moneda sale
cara, el jugador cobra $ 1 cuando la puntuacién
del dado es par,y $ 0,5 cuando es impar. Si sale:
cruz, el jugador recupera la apuestasi a punfua-

. pero pi =
es cualquier ofra. ;Cudnto debe cobrar el orga-
nizador del juego por apuesta si quiere obfener
un beneficio medio de $ 0,05 por lanzamiento?

21, Un juego consiste en lanzor cuafro monedas y
‘apostar por el nimero de caras que van a sal
Por qué nimero deberias aposfar?

22. La probabiidad de obtener 1 al lanzar un dado.
4. (Cudl a et

mos 2000 veces?

23.En un centro escolar frabajon siefe profesores. Es-
fos preparan sus clases en el mismo centro con

0,3y en su casa, con
0,7. (Cuéntas mesas de trabajo debe haber,
fodos I

decidan preparar sus clases en el cenfro pue-
don hacerlo en, al menos, un 90% de os casos?

ia X~B(50,p) u=207

17. ¢Cudil es la funcién de probabilidad de una va-
riable aleatoria X~B(n, p) cuya esperanza es 1,5
y cuya varianza es 1,057

18. Se sortean, entre 500 boletos, un premio de $ 100
¥ nueve premios de $ 10. S cada bolefo se ven-
dedl precio de $0,5.

a. ¢Es rentable para el jugador parficipar?
b. ¢Qué beneficio le queda al organizador, por
término medio, en cada boleto?

19.Un jugador extrae al azar una carta de una ba-
rajo, de tal manera que gana $ 10 si saca un As,
$15is0ca una J, @ 0Ky no gana nada si saca
cualquier otra carta.

Sise
caleula la probabilidad de que:
a. Nohaya ninguna defectuosa.
b. Haya alguna defectuosa.

. Haya més de una defectuosa.

25.Una méquina fabrica envases pldsticos para

medicamentos mediante inyeccion de aite. Se
i la iidad de q

vase presente algin defecto es 0,05. Si los enva-
ses se comercializan en cajas de cinco, calcula
la probabilidad de que ol comprar sels cajas,
exactamente dos de ellas confengan algin en-
vase defectuoso.
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Solucionario

9 1
169" 16

13
° 21 52

1. a.

ﬂ Para finalizar

o Se extraen dos cartas de una baraja de 52 cartas en dos extracciones consecutivas. Sean
los sucesos A, : la primera es J, Q o K: A, la segunda es J, Q o K; B, la primera es de cora-
zones; B, : la segunda es de corazones. Halla la probabilidad de los sucesos A,n A,y B,N B,
en caso de que:

a. Haya reposicién de la primera carta.
b. No haya reposicién de la primera carta.

@ En un estudio de un inventario se deferminé que, en promedio, la demanda por un arti-
culo en particular en una bodega era de 5 veces al dia. Cudl es la probabilidad de este
articulo sea requerido:

2. a.047
. 0.00005

a.Més de 5 veces en un dia
b. Ni una sola vez en dos dias
) De un lote de diez fuegos arfificiales, cuatro se seleccionan al azar y se disparan. §i el lofe
contiene fres proyectiles defectuosos que no explotardn, cudl es la probabilidad de que:
a. los cuatro exploten
b. al menos dos no exploten

@) Esta tabla muestra las notas obtenidas por seis estudiantes en dos controles de matemdticas,
uno de derivadas (X) y ofro de integrales (Y).

[x= [s[s[e[7[7]s]
Ly=i s lels 77 0]

a. Caleula el coeficiente de Pearson e interpreta el resultado.

b. Halla la recta de regresion de Y sobre Xy la de X sobre Y

<. Dibuja la nube de puntos y representa las dos rectas de regresion.

d. $i un estudiante obtuvo un 4 en el control de derlvadas, ¢qué nota cabe esperar que
haya obtenido en la de integrales?

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevaltate en tu cuaderno:

1
6
3

—_

0

. 0.8438

«Trabajo personal «Trabajo en equipo

e s
‘comparieros y comporieras?

« Pide a fu profesor o profesora suger-
-encias para mejorar y escribelas.

O 0 T Q
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

T

FIJATE

Todo razonamiento o inferencia
consta de:

— Premisas: conjunto de enun-
ciados que expresan los datos
de partida.

— Conclusion: enunciado final
gue expresa la nueva informa-
cion obtenida a partir de las
premisas.

Induccion completa

Si deseamos demostrar que la
suma de los n primeros nimeros
naturales es:

n+1

1+2+3..+n=n-

utilizaremos un método de razona-
miento inductivo, el principio de in-
duccion completa, enunciado por
el matematico italiano G. Peano en
1900. El mencionado principio dice:

«Para toda propiedad P(n) de los
nameros naturales que dependa de
ny que verifique los requisitos si-
guientes:

e P(n) se cumple para n=1, es de-
cir, se cumple P(1).

e Si suponemos que se cumple
P(n - 1), se cumple P(n).

podemos asegurar que P(n) se
cumple para todos los nimeros na-
turales.»

Asi, la igualdad se cumple para n=1:

p(1):1.1%l:1

Y si suponemos que se cumple

P(n - 1), veamos qué sucede para

P(n). Tendremos:

1+..+n-1+4n=Pn-1)+n =
_ hn-2-n in - n-(+1)

2 2

Asi pues, podemos garantizar que
la expresion es correcta.

Si bien es cierto que para solucionar los problemas matematicos he-
mos de razonar, ¢ es tan importante el razonamiento en las matemati-
cas en general? Para responder a esta cuestion podemos partir de la
definicién de matematica que hallamos en el diccionario:

La matematica es la parte de la ciencia que, a partir de deter-
minadas nociones basicas, desarrolla sus teorias sin mas apo-
yo que el razonamiento logico.

Asi pues, el razonamiento es basico en la matematica. La disciplina
gue estudia su validez en general recibe el nombre de légica. Para
empezar el analisis de los razonamientos hemos de diferenciar los dos
tipos que existen: deductivos e inductivos.

— La deduccién consiste en pasar de premisas generales a una con-
clusion menos general. Cuando este tipo de inferencia es
correcta, la conclusion se sigue necesariamente de las premisas:
es imposible que siendo éstas verdaderas, la conclusion sea falsa.

Observa, por ejemplo, el siguiente razonamiento deductivo:

Todos los numeros naturales son enteros. El 2,5 no es un numero
entero. Por tanto, el 2,5 no es un numero natural.

— La induccién consiste en llegar a una conclusion general a partir
de informaciones menos generales que vienen dadas en las premi-
sas.

Excepto en el caso de la induccion completa descrito en el margen,
s6lo puede hablarse de cierta probabilidad, pues, aunque las pre-
misas sean verdaderas, esto no asegura que la conclusién también
lo sea.

Por ejemplo, si tenemos las siguientes premisas:

e E|l nimero 121 es divisible entre 11.
e El nimero 363 es divisible entre 11.
e El nimero 1331 es divisible entre 11.

Podemos llegar a la conclusion de que:
Los ndimeros capictas son divisibles entre 11.

Sin embargo, hemos de estar dispuestos a revisar la veracidad de
esta conclusion.

Las premisas y la conclusion son enunciados que afirman algo o lo nie-
gan y por tanto pueden ser verdaderas o falsas. En cambio, los razo-
namientos no pueden ser verdaderos ni falsos, pues no afirman ni nie-
gan nada. Asi, no hablaremos de razonamientos verdaderos, sino de
razonamientos correctos o validos.

La parte de la I6gica que se ocupa Unicamente de la validez de los ra-
zonamientos sin tener en cuenta el contenido de los enunciados es la
I6gica formal. Dentro de ésta, la Idgica proposicional o de enunciados
toma los enunciados en bloque, sin analizarlos.

IR TITTRC TR T IR



Logica proposicional

Principios de la I6gica

La frase Carmen es europea contiene una informacion concreta que, Hay unas cuantas formas de razo-

obviamente, puede ser verdadera o falsa. La I6gica de enunciados namiento que se consideran siem-

no tiene interés en este aspecto, es decir, no analiza si Carmen es 0 no pre correctas porque se presupo-

. . ., nen en todo razonamiento; es decir,

europea, sino que le basta considerar que la proposicion puede ser parece imposible que podamos ra-

verdadera o falsa. zonar o incluso pensar incumplién-
dolas. Son:

Esto es debido a que su objetivo no es determinar la veracidad de los o S

enunciados sino analizar las relaciones entre ellos, es decir, las cone- — Principio de identidad. Toda
. . o T . cosa es idéntica a si misma. A

xiones que nos permiten obtener una conclusion valida a partir de es A

unos enunciados que actlian como premisas. — Principio de no contradiccién.

Ninguna cosa puede ser y no

En resumidas cuentas, la I6gica proposicional no analiza cémo esta e e, et e

constituida una proposicion, sino que le basta considerarla como un mismo sentido. Nada puede ser
todo. Para ello la representa mediante un Unico simbolo, una letra lati- Ayno A

na mindscula (p, g, r...). A partir de esto, es posible realizar un estudio — Principio del tercero excluido.
de proposiciones compuestas, o complejas, a partir de otras mas sim- Todo enunciado es verdadero o

ples. falso. Todo es Ao no A.
En el lenguaje de la l6gica todos los simbolos y reglas estan perfecta-
mente definidos. Por tanto, se evitan los equivocos y ambigliedades
propios del lenguaje natural. Esta propiedad del lenguaje l6gico que lo
distingue del lenguaje natural se denomina precision.

Simbolos de la légica proposicional

El lenguaje especifico de la légica proposicional contiene un vocabula-
rio en el que es posible distinguir dos tipos de simbolos:

Simbolos no légicos
Variables Simbolos auxiliares

Son letras latinas minusculas (p, g, r, s, | Son los paréntesis y corchetes que se usan para facilitar la compren-
t...) que representan las proposiciones. sién y lectura de algunos enunciados complejos.

Por ejemplo: «si vienes ahora, entonces te

) - Por ejemplo, en «si [(cantas y bebes) o (bailas y comes)], entonces no
espero» equivale a «si p, entonces g».

puedes hacer ninguna de las cosas bien», el relacionante dominante
Tienen dos valores de verdad: verdadero | seria si..., entonces, porque esta fuera de los corchetes; después, la
o falso, indicados con V/F o con 1/0. 0 porque esta fuera de los paréntesis; y, por ultimo, la y.

Simbolos logicos

Asociados a las funciones logicas fundamentales, permiten formar proposiciones complejas a partir de simples.

Negador (=) Conectivas

Sirve para negar cualquier enun- | Equivalen a los relacionantes del lenguaje natural. Existen cuatro diferentes:
ciado. Se corresponde con el no

del lenguaje natural. Se designa _ ) _ o _ i
por -. e Disyuncion (\/). Equivale a la conjuncidn disyuntiva o (pero en sentido no ex-

cluyente; es decir, que pueden suceder ambas cosas a la vez).

e Conjuncién (/\). Equivale a la conjuncién y.

Si «es verde» equivale a p, «no es . . ) » )
verde» equivaldria a - p. e Condicional (—). Equivale al relacionante condicional si..., entonces.

e Bicondicional («»). Equivale a un si y solamente si del lenguaje natural.
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AMPLIACION DE CONTENIDOS

http://goo.gl/KmSMFU

Aristarco nacié en Samos - Grecia - en el ano 310 a.C. y murié en el 230 a.C. Fue discipulo
de Estratén de Lampsacos jefe de la escuela peripatética fundada por Aristételes. ARos
después Aristarco sucederia a Teofrasto como jefe de esta institucion entre anos 288 y 287
a.C.

Fue un hdbil gedmetra pero es poco lo que se conoce de su vida. Sus hipdtesis sobre el uni-
verso se han extraido a partir de las referencias hechas por otros autores después de su
muerte. Ptolomeo en el Almagesto lo nombra como un concienzudo observador de los
solsticios y equinoccios. Parece haber interpretado estas observaciones correctamente,
atribuyendo estos fendmenos al movimiento de la Tierra alrededor del Sol. Dedujo por
esto que era necesario que la érbita terrestre estuviera inclinada para explicar los cam-
bios de estacion.

Avristarco consideraba al Sol como una estrella y probablemente que las estrellas eran soles.
De lo que se conoce de los pensamientos de sus sobre el cosmos se puede resumir que
fue uno de los primeros en promulgar la teoria Heliocéntrica.

Comenzd a medir la distancia y comparar los tamanos relativos en la cosmologia utilizando
la trigonometria. Explicd los movimientos de rotacién y traslacion terrestres. Dedujo que la
orbita de la tierra se encuentra inclinada. Amplio el tamano del universo conocido - aun-
gue con un gran margen de error ya que calculd que el Sol era 19 veces mas grande que
la Luna y se encontraba 19 veces mas lejos, actualmente se sabe que es 400 veces mas
grande y esta 400 veces mas lejos.

Aristarco pudo asumir que el Sol era una estrella mds de las que se observan en el cielo.
Desafortunadamente solo una de las obras de Aristarco nos ha llegado a los tiempos mo-
dernos, "Sobre las magnitudes y las distancias del Sol y de la Luna’, y aungue la mayoria
de sus ideas se conocen a través de terceros ,se puede decir que fue uno de los que se
ha presentado mds avanzado a su época
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. Solucionario

1.

a. <-7,8,22>

b. <16,-8, 10>

c. <-22,0,-11>
d. <-21,-130, 22 >

Paralelas cuando m=2, se cortfan en
ofro caso

0.0085

Sin respuesta

Un alto'en’el €amino

() Dados los vectores i =<-2, 1, 4>7=<0, 5, 4> y W =<1, 5, -2>, calcula.

Q. 30+ 2V-w
b. VXU
cuUxw
dux (@xw)
@) Estudia la posicion relativa de las rectas ry s, en funcién de los valores que pueda fomar el
parametro m,
x-1 y-9 -4 x+3 y-5 2-2

S T em 1 VY T2 Twmez T 1

€ Halla o distancia enfre la recta y e plano dados,

x+1 y z-
o ri——— = =

3
sLix+2y-3z=1
El 2 3 Y

+3 z-1
y = o ilixdyHz=0

(@) E115% de los clips de deferminado modelo son defectuosos y se foma aleatoriamente una
muestra de 10 clips. Halla la probabilidad de que en dicha muestra haya exactamente 5
clips defectuosos.

@ Indica cudl puede ser el coeficiente de Pearson de la distribucién de la figura y justifica tu
respuesta.

N

\
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Solucionario

6. Selecciona la opcidn correcta

a. Para calcular el drea de figuras planas
se puede usar:

e Producto punto

e Producto cruz

e  Producto mixto
e Producto por un escalar
b. Sidos rectas se cruzan:

e Coinciden en todos los puntos

e Coinciden en un punto

@ Selecciona la opcién correcta.

a. Para caloular el érea de figuras planas se puede usar: o Son para lelas
1

« Producto punfo

R « No coinciden en ningln punto

+  Producto por un escalar

c. Ladistribucion de Bernoulli mide

b. Si dos rectas se cruzan:
+  Coinciden en todos los puntos

- Canddenon un purto i e Probabilidad de éxito de un evento
+  Son paralelas H . .
- Nocofniden en ingdn punto ! en un tiempo determinado

c. La disfribucion de Bernoulli mide:

+ Probabilidad de éxito de un evenfo en un tiempo determinado : ° LG prObG bi I idad de éXiTo de suoe_
+  La probabilidad de éxito de sucesos tras varias repeticiones i SOS TrGS VG riGS re peTiCioneS

+  La probabilidad de un solo éxito de un suceso tras varias repeticiones
+ La probabilidad de éxito de un solo experimento

‘ e La probabilidad de un solo éxito de
d. i el coeficiente de Pearson entre dos variables es de -0.2: | B .
+ Existe comelacion positiva entre las variables w un suceso fras varias repeTlCloneS

+ Existe correlacion funcional entre las variables.

[ e sevlene exverones * La probabilidad de éxito de un solo
@ petermina i as afimacionss son orasas i experimento
a. Si las ecuaciones de tres planos forman un sistema incompatible, los planos son :
secantes en una recta. ! . .
b, resuoc e procucto o e un escaar ‘ d. Si el coeficiente de Pearson entre dos

. Para determinar un plano bastan 3 punios.
d. La esperanza de la distribucién de Poisson estd dada por n - p.

variables es de -0.2:
e. La desviacion estandar de la distribucion binomial estd dadaporn-p - q.

L m * Existe correlacion positiva entre las
variables

e Existe correlacion funcional entre
las variables.

e Existe correlacion débil entre las vo-
riables.

No existe correlacion.
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